9. cviceni

Teorie

Véta 1 (prvni véta o substituci). Necht a,b,a, 8 € R*, a < b, a < . Necht F je
primitivni funkce k f na (a,b). Necht ¢ je funkce definovand na intervalu («,3) s
hodnotami v (a,b), kterd mé v kazdém bodé (o, B) vlastni derivaci. Pak

/ ) (1) dt € Fp(t)), te (o).

Véta 2 (Integrace per partes). Necht I je neprdzdny otevieny interval a funkce f je
spojitd na I. Necht F je primitivni funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I.
Pak plati

u(x) | v(x) u(x) v'(x)
P(x)-eF® P(z) k@ P(z)-In"x In" z P(z)
P(z) -k P(z) ah® P(z) - arcsin (kz) | arcsin (kx) | P(x)
P(z) -sin(kz) | P(z) | sin(kz) P(z) - arccos (kz) | arccos (kz) | P(z)
P(z) - cos(kx) | P(x) | cos(kx) P(z) - arctan (kz) | arctan (kx) | P(x)
P(z) - arcctg (kx) | arcctg (kz) | P(x)

Priklady

Urcete primitivni funkei k funkei f(z) na oteviené podmnoziné jejtho defini¢niho oboru,
kde primitivni funkce existuje.

1. Smés IT

(a) /arctan zdx

Reseni:
1
1422

Per partes: v =1, u = x, v = arctan =, v/ =

x

/1 -arctan x dx = [rarctan z] — / ——dr =
1+ 22
Substituce y = 1 + 2.

1 1 1
= rarctan r — — / —dy € zarctan z — - In ly| = zarctan = — = In(1 + z?)
2/ 2 2
1
b d
(b) /Cosx ’
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Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

1 cos T cos T dy ¢ 1 1+y
dr = dr = | ————dr = = —1In =
Cos T cos? x 1 —sin“x 1—y2 2 |1—y
1 1+4sinz T 7
=S| o ftg T+ T
5 M1 —sme| 2T
Funkce - = 25— je definovéna na (=5 +km, 5 + km), k € Z. Na téchto

intervalech tedy m& smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.
Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (=5 + k7, 5 + kn), k € Z.
Plati sin((a, 8)) = (=1, 1).

Funkce f = ﬁ m4 primitivni funkci specidlné na intervalu (a,b) = (—1,1).
Protoze sin((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a
vysledny integral je pro x € («a, 3). Protoze takhle muzeme zafixovat interval
pro kazdé k, dostdvame celkem x € (=5 + km, § + kn), k € Z.

(c) /cotg xdx

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

d
/cotg :L‘dx:/cosmdx: —ygln|y| = In | sin z|
)

sin x

Funkce cot = je definovana na (0 + km, m + k7), k € Z. Na téchto intervalech
tedy ma smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, ) = (0 + k7,7 + km), k € Z.
Plati sin((a, 8)) = (0, 1] (nebo [—1,0)).

Funkce f = 1 m4 primitivn{ funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo
(—00,0)). Protoze sin((«,3)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o
substituci a vysledny integrdl je pro z € («a,f). Protoze takhle muzeme
zafixovat interval pro kazdé k, dostdvame celkem = € (0+kn, 7w+ kn), k € Z.

1
(d) /aclnl—i_wdx

— X

~ - , 2
Reseni: Per partes: v/ =z, u=%,v=In1 o = A

l+z 1, 14z 1 2 1, 14z ;4332—14—1
1 de = Z221 = de = Z221 | dz=
/$n1—x S R zg/1—x2 S S g 1—22 @
1, 14z 1 1 cl, 1+z 1Y% 1+a
= -~ /(- dz = Z2?1 |
2" M1z 3 < +1—x2> S L T N
sinz 4 cos q C“L7\\
e —— :C pe—
V/sinx — cosx 2

(e)
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Reseni: Pouzijeme substituce y = sinz — cosz. Potom dy = cosz + sinz a
plati

sinx + cosx d 3
S_;d:v: 13//3 g 2Y 2/3 \/ sinx — cos x)? \/1—sm2x
Vsinx — cosx

Funkce 5% je definovéna na (I + km, 2% + kr), k € Z. Na téchto
intervalech tedy mé smysl hledat primitivni{ funkci. Jeden z nich zafixujeme.
Pro substituci mame ¢ = sin x —cos z, interval (c, 3) = (§ +k, %+k7r), ke
7Z. Plati (sin — cos)((a, B)) = (0,v/2) pro sud4 k a Plati (sin — cos)((a, B)) =
(—v/2,0) pro lich4 k.

Funkce f = 3%/@
vezmeme pro suda k) nebo na (a,b) = (—o0,0) (ten pro licha k). Protoze
sin((«, 8)) C (a,b), tak byly ovéreny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ). Protoze takhle muzeme zafixovat interval pro
kazdé k, dostavame celkem (7 + k, %r + kn), k € Z.

(Neni potfeba najit pfesné interval (0, v/2), dilezité je jen ovéfit vztah sin((«, 8)) C

(a,b).)
/1dx
Vvl —x)

Reseni: Pouzijeme substituci y = Vz. Potom 3% =z, dy = f dx a plati

mé primitivn{ funkci na intervalech (a,b) = (0,00) (ten

/\/‘ﬁdw—2/J%%—Q/ﬁdy%arcsiny—zircsinﬁ

Primitivni funkci budeme hledat na intervalu (0,1), protoze tam je defi-

novana funkce L .
z(1—x)

Polozme ¢ = /7 a (o, 8) = (0,1). Pak \/((0,1)) =

o 1 , e , . . - .
Funkce f = Tt mé primitivni funkci na intervalu (—1,1). Protoze
V/ (o, B)) C (a,b), tak byly ovéteny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (0,1).

/er_QI dx

Reseni:
Prvnf per partes: v/ = e 2%, u = —%e*%, v=2a% v =2z
2 —2x 1 2 —2x 2x
rée T dr = —iaze + [ ze P dx =

Druhé per partes: v = e 2%, u = *%6_256, v=ux,v =

L 9 9y [ 1 / —2z c 14 5 | 1 -2
=—=-x"€¢ + |—=ze +— e Pde=—=zxe T ——ge T —= [ e "

2 2 2 2 2 4
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(h

3
cos® x
) - dz
sinx

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak plati

cos® cos? x cos (1 —sin? )
—dr= | ———dx= | ——= coszdx =
sin sin sin

1— 2 1 2 1 a2
:/ y dy:/dy—/ydygln|y]—y:ln\sinaz|—smx
Y Y 2 2

Funkee <% — (=02 2)€0s2 10 qofinovina na (0+km, m+km), k € Z. Na téchto

sinz sinx
intervalech tedy mé smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mdme ¢ = sinz, interval (o, 3) = (0 4+ km, 7 + k), k € Z.
Plati sin((a, 8)) = (0, 1] (nebo [—1,0)).

Funkce f = =y g primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo
—00,0)). Protoze sin((«a, 5)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o
substituci a vysledny integrél je pro z € («, ). Protoze takhle muzeme
zafixovat interval pro kazdé k, dostavame celkem z € (0+km, 7w+ km), k € Z.

1
/ dx
Va2 +1
Reseni: Pouzijeme substituci y = v22 + 1. Potom dy = \/;;gﬁ dray’—1=

22 a plati

Py N S Y L B L

V2 +1 2?2 /22 +1 y?—1 1—y? 21—y
_11n1+\/:c2+1

2 1-va?+1

Primitivni funkci budeme hledat na intervalech (0,00) a (—o0,0), protoze

tam je definovana funkce 1

Polozme ¢ = V2?2 +1 a (a,8) = (0,00) (nebo (—o00,0)). Pak ¢((«,B)) =
(1,00) (v obou piipadech).

Funkce f = ﬁ mé primitivni funkei specidlné na intervalu (1, c0). Protoze
o((a,B)) C (a,b), tak byly ovéreny podminky véty o substituci a vysledny
integrél je pro z € (0,00) i pro z € (—00,0).

/:Barctan zdx

~ - , 2
Reseni: Per partes: v =z, u = L, v =arctan z, v’ = L

T+a2"
1 1 2 1 1 241-1
/ﬂvarctan rdr = §x2arctan :U—2/ T _T_ > dr = §x2arctan x—§ / 3714_7 dx =
1 1 1 1 1 1
= —z?arctan x — / l1—— ) dx ¢ —z?arctan © — —x + —arctan z
2 2 14 22 2 2 2
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(k) /ln(:c—i— 1+ 22)dx
Resenit: - — — 2\ o, 1
Reseni: Per partes: v/ =1, u =z, v=In(z+vV1+22), v = T

<

/1.1n(x+ 1+x2)dx:[mln(a:+ 1+x2>}—/\/1j—7da:

xln(x+ 1—|—x2) — 1+ 22

Posledni integrél lze poéitat napi. substituci y = 1 4 22

) / sin(lnz) da

ResSeni: Pouzijeme integraci per partes, polozme v = 1, u = sin(lnx).
Potom v =z a v’ = cos(Inz) - L. Dostaneme, ze

/ |- sin(nz) = osin(inz) — / cos(Inz) dz

Nyni pouzijeme jesté jednou per partes na v’ =1 a u = cos(ln x) a dostaneme

/ 1-sin(lnz) = xsin(Iln x)—/ cos(Inx) dx = zsin(lnx)—x cos(In x)—/ sin(ln )
Prevedenim integrdlu napravo na levou stranu dostaneme, ze

2/1 -sin(Inz) g zsin(lnz) — z cos(Inx)
. cl .
/sm(ln x) = ix(sm(ln x) — cos(lnz))
(m) /a:”ln:cdx, n# —1
Reseni:
Polozme u' = 2", v = Inz. Potom u = 2" "' /n+1a v = % Integrace per
partes dava

n+1 n n+1 n+1
/:L‘”lnacdx:x lnm—/ v dxgx lnx—mi
n+1 n+1 n+1 (n+1)2

(n) /eax sin bz dx
Reseni:
Pro b =0 je [e*sin(0z) dz = [0 dx .
Nyni predpokladejme, ze a # 0, b # 0. Pouzijeme nadvakrédt integraci per
partes, exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat.
Plati

1
e sinbx dox = —ge“‘” cos bx + % /e‘” cosbxr dx =
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1 axr a ar . a2 axr .
_56 cos bx + b—ge sin bx — o) e sinbx dwx.
Odtud vyplyva, ze
a? c 1 a
14 o] /e“m sinbx dz = —ge” cos bz + b—ze‘” sin bz

b a e

/ea’” sinbz dz £ —mea’” cos bx+m6m sinbx = pos (asinbz — bcos bx)
Lehko se ovéii, ze vysledek plati i pro a = 0, pokud b # 0.
2. (a) flz) =zl
(b) f(z) = max{1,2%}
Resent:

http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/zakladni-integracni-metody.html
346
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Metody feSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

Reseni. [cos?Zdx= [H2dr =1 [1dz+ 1 [coszdr =%+ 2% 4+ CnaR.
n

§2. Lepeni primitivnich funkci. Pokud umime nalézt primitivni funkci k
dané funkci na nékterych intervalech (a,b), ale neumime to pfimo pro maximélni
intervaly, na kterych existuje, pak uzivame Casto ,metodu lepeni“ primitivnich
funkci.

QQ Pifiklad Spoctéte [ |z|dz.

Reseni. Snadno nahlédneme, ze [ |z|dz = [xdz = “—22 + C na intervalu (0,00) a
ze [|z|dz = [(—z)dx = —%2 + C na intervalu (—c0,0). Tedy pro viechna ¢ € R
je L; + ¢ primitivni funkci k |z| na intervalu (0, 00) a pro vSechna d € R je — %2 +d
primitivn{ funkei k |z| na intervalu (—oo, 0).

Protoze funkce |z| je spojitd na R, existuje primitivni funkce k |z| na R.

Je-li F' néjakad primitivni funkce k funkci |z| na celém R, pak F(x) = %2 +c
na intervalu (0, 00) pro néjaké ¢ € R a F(z) = —””2—2 + d na intervalu (—o0,0) pro
néjaké d € R. Navic, protoze F' ma v kazdém bodé z intervalu (—oo,00) vlastni
derivaci |x|, musi byt F spojitd na R. K tomu je nutnou a postacujici podminkou
to, Ze plati

lim F(z) = lim F(x),
z—0_ z—04
a tedy ¢ = d. Funkce F je proto rovna funkei (sgnx) % + ¢ na celém R pro né&jaké
¢ € R a vzhledem k tomu, Ze vSechny primitivni funkce na intervalu jsou urceny
2
jednoznacné az na pficteni konstantni funkce, jsou funkce tvaru (sgnxz) % + c vSemi
primitivnimi funkcemi k |2| na maximélnim intervalu (—oo, o), tj.

2
/|x| dz = (sgnx)% + C na (—o0, 00).

Piiklad Spoctéte [|sinz + cosz|dx.
Reseni. Protoze sinz + cosz = sinz + sin(z + Z) = o)
|sinz + cosz| = (—1)¥(sinz + cos z), pokud @ € I;, = (=% + km, 2% + k), kde k je
libovolné celé ¢islo. Snadno nyni zjistime, ze funkce

[
S~—
|
[\)
&.
=3
5
1+

Fi(z) = (=1)¥(— cosz + sinx) + ¢

je primitivni k funkci |sinz + cosz| na intervalu Iy, pro kazdé celé k a libovolné
realné cy,.
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Lo

[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 397

(346) Vypoctéte
J max{1, x%} dx.

Regeni:
Pro [x| <1 plati
Jmax{],xz}dx = J] dx =x+ C.

Je-li [x| > 1, plati
3

Jmax{],xz}dx:szdx: X§+C.

Protoze v(sledna funkce musi byt spojitd, plati
x3 2
?—§+C pI’OX<—1,
Jmax{],xz}dx: x+C pro |x| <1,
x> 2
5+5+C pro x > 1.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil



2c (©) f(x) = Vb

Reseni:
Plati, ze Va6 = |23|. Na intervalu z € (0, +00) plati, ze

4
/\/:Edm:/ac3dx::i+01

Na intervalu x € (—o0,0) plati, ze

4

/\/de:/(x3)dx=1+c2

Primitivni funkce ovsem existuje na celém R, pokud se obé funkce shoduji v
bodé 0, tedy pokud C7 = Cy (princip lepeni). Primitivni funkce jsou tedy
urcéeny vztahy
—%4 +C x<0
Fx)=< C x=0
% +C x>0

kde C' znaéi vSude stejnou konstantu, avsak libovolné volenou.

(d) fla)=e
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(¢) J(x) = |sinal
Reseni:
Protoze f je spojitd na R, mé také na R primitivni funkci.
Nejprve ur¢ime neurcity integrdl k f na intervalech (0 + 2kmw, 7w + 2k7) a
(m + 2km, 27 + 2k7), kde k je libovolné celé ¢islo. Protoze

sinz  x € (04 2km, 7+ 2k7)
—sinz x € (7 + 2km, 27 + 2k7)

o) = {

plati, ze libovolna primitivni funkce k funkci f na R mé tvar

—cosz+ Ay x € (04 2km, m+ 2kn)
cosx + By,  x € (m+ 2km, 27 + 2km)

F(z) = {

kde Ag, Bj jsou konstanty. V bodech 2kw je potfeba zajistit, aby funkce F'
byla spojita, a tudiz limita zleva byla rovna limité zprava. Z toho vyplyva,
7e

—cosx + A =cosx + Bi_1 prox =2kmr — —1+ A =1+ By_1
— AL, =2+ Bj_1
—cosx + Ay = cosx + By prox=m+2kr — 1+ Ay, =—-1+ B
— Br.=A,+2=4+ Bj_4

7 toho vyplyva, ze funkce F' je jednoznacné urcena volbou kterékoliv kon-
stanty Ay nebo By pro jedno libovolné volené celé éislo k.
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(f) f(z) =+v1—sin2zx

Reseni:
Zadand funkce je definovana a spojita na celém R, tedy primitivni funkci
budeme hledat také na R.

/\/1—sin2:n dw:/\/cos2x+sin2x—251nmcos:z: dx
:/\/(cosrv—sinx)2 dx:/]cosx—sinaﬂ dz

Nyni hledejme primitivni funkci zvlast na intervalu (—%’r + 2km, T + 2km),
kde

/]cosxsinx| dz = /(cosxsinm) dz =sinz + cosz + Ay
a na intervalu (I + 2k, 2F + 2kmr), kde
/]cosw—sinm| dz = /(sinw—cosw) dz = —cosz —sinz + By,

Abychom dostali primitivni funkci na celém intervalu (0, 7), musime zajistit,
aby v bodé 7 + 2km byla spojita, tedy aby platilo

sin%—l—cos%—k/lk:—cos%—sin%%—Bk

\/§+Ak=—\/§+Bk
By, = 2V2 + A;.

Volbou jedné z konstant A; nebo By je tedy primitivni funkce jednoznacéné
urc¢ena. Naopak, jednu z téchto konstant muzeme volit zcela libovolné.

Je mozné ovéiit, ze nalezend funkce je v bodé § + 2k7 je diferencovatelnd
(vypoctem derivace zleva a zprava pomoci limity) a derivace ma spréavnou
hodnotu. Neni to ale nutné, protoze mame Vétu.
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Metody feSeni vybranych Gloh z matematické analyzy

Reseni. [cos?Zdx= [H2dr =1 [1dz+ 1 [coszdr =%+ 2% 4+ CnaR.
n

§2. Lepeni primitivnich funkci. Pokud umime nalézt primitivni funkci k
dané funkci na nékterych intervalech (a,b), ale neumime to pfimo pro maximélni
intervaly, na kterych existuje, pak uzivame Casto ,metodu lepeni“ primitivnich
funkci.

Pifiklad Spoctéte [ |z|dz.

Reseni. Snadno nahlédneme, ze [ |z|dz = [xdz = “—22 + C na intervalu (0,00) a
ze [|z|dz = [(—z)dx = —%2 + C na intervalu (—c0,0). Tedy pro viechna ¢ € R
je L; + ¢ primitivni funkci k |z| na intervalu (0, 00) a pro vSechna d € R je — %2 +d
primitivn{ funkei k |z| na intervalu (—oo, 0).

Protoze funkce |z| je spojitd na R, existuje primitivni funkce k |z| na R.

Je-li F' néjakad primitivni funkce k funkci |z| na celém R, pak F(x) = %2 +c
na intervalu (0, 00) pro néjaké ¢ € R a F(z) = —””2—2 + d na intervalu (—o0,0) pro
néjaké d € R. Navic, protoze F' ma v kazdém bodé z intervalu (—oo,00) vlastni
derivaci |x|, musi byt F spojitd na R. K tomu je nutnou a postacujici podminkou
to, Ze plati

lim F(z) = lim F(x),
z—0_ z—04
a tedy ¢ = d. Funkce F je proto rovna funkei (sgnx) % + ¢ na celém R pro né&jaké
¢ € R a vzhledem k tomu, Ze vSechny primitivni funkce na intervalu jsou urceny
2
jednoznacné az na pficteni konstantni funkce, jsou funkce tvaru (sgnxz) % + c vSemi
primitivnimi funkcemi k |2| na maximélnim intervalu (—oo, o), tj.

2
/|x| dz = (sgnx)% + C na (—o0, 00).

Piiklad Spoctéte [|sinz + cosz|dx.
Reseni. Protoze sinz + cosz = sinz + sin(z + Z) = o)
|sinz + cosz| = (—1)¥(sinz + cos z), pokud @ € I;, = (=% + km, 2% + k), kde k je
libovolné celé ¢islo. Snadno nyni zjistime, ze funkce

[
S~—
|
[\)
&.
=3
5
1+

Fi(z) = (=1)¥(— cosz + sinx) + ¢

je primitivni k funkci |sinz + cosz| na intervalu Iy, pro kazdé celé k a libovolné
realné cy,.
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Primitivni funkce 1.

Uvazujme funkci F' definovanou pfepisem F(z) = Fj(z) na kazdém Ij. Aby
funkce F' byla spojité, musi platit

lim  (=1)F(—cosz +sinz) +cp = V24 =

z—(3F +km)_

(—1)* 1 (—cosx +sinz) + cpy1 = —V2 + cra

lim
z— (=G +(k+1)m)+

pro vsechna k € Z.

Zvolime tedy ¢ libovolné a ¢;, = ¢ + 2k+/2 pro viechna k € Z. Tim je urcena
spojita funkce F' na R. Protoze derivace funkce F konverguje k hodnoté (spojité)
funkce |sinx + cosz| pro x blizici se hodnoté — 7§ + k7 zleva i zprava pro viechna
celd k, jsou podle véty o limité derivaci a jednostrannych derivacich limita zleva i
zprava funkce F’ rovny derivaci F' v bodé —7% + k7 a ta je rovna hodnoté funkce
|sinz + cosz| v bodé —7 + km pro vSechna celd k. Proto je I' primitivni funkei k
| sin £+ cos z| na celém R. Pfi¢tenim libovolné konstanty mtizeme docilit, ze hodnota
co je libovolné realné ¢islo.

Resenim tedy je, Ze

/ |sinx + cosx|dz = Fy(z) + C,

kde Fy(z) = (—1)*(— cosz + sinz) 4+ k2v2 pro € [~ T + kr, — % + (k + 1)x] pro
vSechna k celd. ]

Vsimnéte si, ze v prvnim z pfedchozich dvou pfikladt jsme pouzili explicitné
tvrzeni o existenci primitivn{ funkce ke spojité funkci [I1, Véta 49|, kdezto ve dru-
hém jsme se bez toho obesli. Pouzili jsme ovSem jiné tvrzeni (o limité derivace a
jednostranné derivaci [DII, Véta 80]). V obou pfipadech si muzete rozmyslet, jak
by vypadalo uziti druhého z obou moznych postupi.

§3. Derivace soucinu a metoda per partes. Neni pfilis casté, aby funkce
byla zapséna ve tvaru derivace souc¢inu dvou funkci jako v nasledujicim pfikladu.

Piiklad Spoététe [e”(sinx + cosz)dw.

Resent. [ e”(sinz+cosz)dzr = [ ((ew)’ sinx + e%(sin z)’) dz = e®sinz + C na R.
|

Mnohem castéji je mozné vyjadrit si zadanou funkci jako soucin derivace jedné
funkce s funkci druhou, tedy jen jako ¢ast vzorce pro derivaci souc¢inu. To nam

umozni pouzit metodu per partes, ktera spociva v nasledujicim pozorovani.
Je-li G'(z) = g(x) a F'(z) = f(x) pro viechna = € (a,b), pak plati, Ze

/ F(2)g(z) do = F(2)G(x) - / F(2)G(x) da
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