1 KOMPLEXNI RAD

7. cviceni - Komplexni fady + Teorie
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Komplexni rady

Teorie

Poznamka 1. 1. Posloupnost komplexnich ¢&isel {x,, = a, + ib,} konverguje k ¢&islu
x = a + tb pravé tehdy, kdyz a,, — a a zaroven b,, — b.
2. Rada komplexnich ¢isel > o7 | a,, + ib, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguji fady
Yoo anay o2 by, Pokud konverguji, tak navic plati > > an+iby, = > an+iy oo by
3. Obvyklé véty plati;) Detaily hledejte:
http://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html
Fakta

Cisla na kruznici o poloméru r > 0 lze vyjadiit jako
re'? = r(cosp +ising), ¢ € [0,2r)

Priklady

1. VySetfete konvergenci fad.

I R Do CD TR D
n=1 n=1 n=1 n=1

Priklady jsme vzali tu (str. 5), je tam i FeSeni a dalsi piiklady: https://is.muni.cz/t
h/z861p/Nekonecne_rady_v_komplexnim_oboru.pdf
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2 Realné rady

2 REALNE RADY

2. Které implikace mezi néasledujicimi tvrzenimi plati?

(a) > an konverguje.

(¢) > lan| konverguje.

(b) >>(—1)"a, konverguje. (d) a2 konverguje.
Reseni

e (c) — (a): Absolutni konvergence implikuje konvergenci (véta).

e (a) 4 (c): Protipriklad a, = (_i)n

e (a) /4 (b): Protipiiklad a, = &2

e (b) 4 (a): Protipitklad a, = (*TlL)n

o (c) = (b): 202 [(=1)"an| = 2202 lan], kterd konverguje.

e (a) A (d): Protipiiklad a,, = (:/15)”

e (b) 4 (d): Protipiiklad a, = %

e (d) # (a): Protipiiklad a,, = 1

e (d) 4 (c): Protipriklad a, = %

e (d) /4 (b): Protipiiklad a, = (_le)n

e (c) = (d): Jestlize Y 07, |an| je konvergentni, tak lim, o |a,| = 0, tedy |an]| je

omezena: |a,| < M pro n&jaké M > 0.

Pak
>_an Zlan\

ktera je konvergentni.

7 ptredchoziho pak plyne:

lan| < ZM‘an’

e (b) A (¢)
3. Které implikace mezi nasledujicimi tvrzenimi plati?
(a) limpsoom - ap = 0. (¢) > ap konverguje.
(b) limy, o0 ¢ = 0. (d) > |an| konverguje.
Reseni:

e (d) — (c): Absolutni konvergence implikuje konvergenci (véta).

e (¢) — (b): Z nutné podminky konvergence mame, ze lim,_o a,, = 0.

. VOAL
Pak lim,, o0 ap, - % =

0-0.

o (a) = (b): limy o0 % = limy oo nay - 5 = Lo.o.
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n

_1
nlnn

(d): Protiptiklad a, = (="
): Protipiiklad a,, =

c): Protiptiklad a, = 4
a): Protipfiklad a, =1

d): Protipriklad a,, =1
(a): Protiptiklad a,, = #
(a): Protipiiklad: a, = 1/n, pokud n = 2¥, k € Z, jinak a,, = 0 (jde o vybér
z geometrické fady).

Pak lim na,, neexistuje (st¥idaji se 1 a 0).
Pokud ale lim,,_,~ na, existuje, tak uz musi byt rovna 0. Konkrétné ukizeme, ze
lim,, 00 n]ay,| = 0, odtud uz plyne lim,,_,+, na, = 0.
Pro spor predpokladejme, ze L = lim,,_,o n|a,| > 0. Pak od jistého ng je n|a,| >
L/2 >0 atedy |a,| > 2. Rada podle srovnévactho kritéria konvergovat nemize.
7 predchoziho pak plyne:

° (d) — (b)

e (b) # ()

4. Dokazte nebo najdéte protipiiklad

(a) Necht >~ a, a > -2 b, jsou absolutné konvergentni. Pak i fada > 2 | anby je
absolutné konvergentni.
Reseni: Pravda. Jelikoz 220:1 b, je konvergentni, tak lim, ., b, = 0. Tedy b, je
omezena - existuje M > 0 tak, ze |b,| < M. Pak

o) 0 )
n=1 n=1 n=1

ktera konverguje.
(b) Necht >~>°, ¢, konverguje. Necht navic |a, —by| < ¢,. Pak fada > 7 a,, konver-

guje pravé tehdy, kdyz konverguje > 7, by,.
ReSeni: Pravda.
Plati

0 <lan —by| < cp.

Ze srovnéavaciho kritéria tedy konverguje fada > o2 | |an, + (—by)], tedy 1 Y7 | an +
(—bn).
Pak ale bud obé fady Y 2, an a Y.~ by, konverguji nebo obé diverguji. Kdyby
jedna konvergovala a druhé divergovala, tak by jejich soucet také musel byt diver-
gentni.

(c) Necht Y >° | a, konverguje a by, je omezena posloupnost. Pak Y > | a,b, konver-
guje.
Reseni: Nepravda. Protipiklad: a, = &% b, = (=1)™.

n
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2 REALNE RADY

5. Najdéte posloupnost a,, pro niz lim, . a, = 0 a pro kazdé a > 1 je
[oe)
Z |an|* = oo.
n=1

Reseni: a, = ﬁ

6. Najdéte posloupnosti a,, a by, takové, ze an, > by a y oo | a, je konvergentni a » >~ by
je divergentni.

Reseni: a, =0, b, = —%.

7. Najdéte posloupnosti a,, a by, takové, Ze |a,| > |b,| a Y o~ | ay je konvergentnia y 7, by,
je divergentni.

Reseni: a, = (-n)mi b, =1,

8. Najdéte konvergentni fadu Y - | a, a divergentni fadu ., by, tak, Ze lim,, o =1
Reseni: Necht a, = %, b, = % + %
Pak »°>° | a, konverguje podle Leibnize, Y 7 | by, diverguje, protoze jde o soucet kon-
vergentni a divergentni fady. Navic
a =y

n—oo b, n—oo (="
NG +

1

1
n

9. Najdéte posloupnosti a,, a by, tak, ze >~ ; anby, je divergentni, ale pfitom a,, a b,, spliji
vzdy dvé ze t¥i nasledujicich podminek:
(a) an = (=1)",
(b) bn+1 < bna

(C) hmn_>oo bn - O
Resent:

(a) anzl,bn:%
(b) b, = % pro lich4 n, a b, = # pro suda n. Tato fada je divergentni, protoze soucet
konvergentni Y °° | —1 a divergentni Fady > o, n% je divergentni

(c) b,=1
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