6. cviceni - f{ady - Leibniz + Souhrn

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ “kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Urcete, zda nésledujici fady konverguji.
oo
(@) Y (~)"(V3-1)
n=1
ReSeni: Otestujeme limitu
lim /3-1= lim ¥/3— lim 1=1-1=0.

n—oo n—oo n—oo

Je vidét, Zze posloupnost je nerostouci, tedy z Leibnize fada konverguje,

> 1
— ki

> (D

k=2

k—o0

Reseni: Rada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot ﬁ ——= 0. Posloup-
nost ﬁ je zjevné nerostouci.

i(_l)n%? +3n+4
v 3n? + 2

ResSeni: Rada nespliiuje nutnou podminku konvergence

2n*+3n+4 2

lim ————=-#0
32 37 0
tedy fada diverguje.
oo
n
d —1)"——
@ XV
ResSeni: Ozna¢me b, = nQLH Zjevné je lim,_, o nQLjL? = 0. Abychom ukazali
monotonnost, uvazujme funkei f(z) = x%ﬁ Jeji derivace je:
2
—x°+ 2
flla)=——.
(22 4 2)

Tedy plati, ze f'(x) < 0 pro z > /2. Odtud mame, Ze posloupnost b, je klesajici
pro n > 2.
Rada pak konverguje z Leibnizova kritéria.

2. Rozhodnéte o neabsolutni i absolutni konvergenci nasledujicich fad (x € R).
00 k
2k +10
Q) (—1)F
@ X0 (55T
Regeni: Rada konverguje absolutné podle odmocninového kritéria, nebot

2k + 10 2
li k = lim ————=—-< 1.
Jim Vag| = Iim e =5 <
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n=1

ReSeni: Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle limitniho podilového kritéria,

nebot
|(_1)7L+2|1‘Z|7L+1 ‘Z| n
. L — 1 i
lim [EEIER lim Tt |z] < 1.

n
Pro |z| > 1 diverguje, nebot limita koeficienti bud neexistuje nebo neni nulova.
Pro z = 1 fada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutné), nebot posloup-
nost {1} je monoténn{ a konverguje k nule.

Pro z = —1 fada diverguje, nebot W = —1/naftada) —% je (—1)-harmonicka.
> 2k% 4+ 3k + 4
E B Y. St
(©© k_1< ST

Reseni: Plati, 7e (pro k > 4)

12+1+41 2
<o
— k2 2 k2

- )k2k2+3k:+4 2K 4+3k+4 1 243/k+4/F
2k4+3 | 2k*+3 k2 2+ 3/k*

Tento odhad déava absolutni konvergenci nasi fady pomoci srovnavaciho kritéria.

icos(k‘%r) (\/ﬁ - \/%)

k=1
ReSeni: Plati, 7e k2 je lich¢, pravé kdyZ k je liché. Proto
cos(k*r) = cos(km) = (—1)".

Dale je

9 9
VEF9 - Vh= g 2

Z téchto vypocti je zfejmé, ze fada absolutné konvergovat nemuze (fada % nenf
konvergentni), ale konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria.

ZOO (—1)*
_ 1)k
— 2k +(=1)
Reseni:
1 > 1
2k+(—1)F = 2k—1°

Absolutni konvergence je vylou¢ena odhadem UkéaZeme, ze fada
konverguje neabsolutné.

Leibnizovo kritérium lze pouzit piimo, protoze nerovnosti

1

2k+1 < 2(k+1)-1, 2k—1<2(k+1)+1 >
Tl 2(k+1)-1, SURFDHL = S T 2 2 1) 5 (R

jsou pravdivé.
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3. Vygetiete konvergenci fad. (VSechna x,p,q,a € R.)

1
() zzl n arccot? \/n

Reseni: Otestujeme nutnou podminku. Z Heineho véty z, = \/n, v/n — 0o stadi
spocitat
li ! 1
im ———— =
z—oo 2 arccot?x

tedy fada diverguje.

b tan —
( )nzl an o

A v rd S 2 7 2 v v 2 z
ResSeni: Rada ma nezdporné ¢leny. PouZijeme LSK s b, = 55. Méame

2
. Gp tan o5
lim — = lim =1
n— 00 bn n— 00 n
2"’1
(Heine s z,, = n?/2" a lim, o ta;m =1.)

Tedy Y -7, a, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > o7 b,. Ale Y 7, b,
konverguje napf. z d’Alembertova kritéria.
Zéaver: Y > | ap konverguje.

o3 (WnT2- @ In(n® + n)
n=1

Reseni:

Nejprve upravime odmocniny a logaritmus:

2
(Vn+2-vn) = o=

In (n* +n) = In <n2 <1+71l>) =1In (n*) +1n (1+71L> —2In(n) +In <1+i>

Protoze fada mé nezaporné ¢leny, mizeme pouzit LSK s

b Inn
" n2yn
Mame
2 (2In(n)+In(1+1))
im 2 — lim V2tV s = lim 2yn . (21n (n) +In (1 =+ %))
n—o0 by,  nooo nlzn\;% T nooo vn+2+ NG lnn
VOAL 2
= ——-(24+0) =2
it @t

Protoze fada .- | b, konverguje (znama fada), tak i Y7 ; a,, konverguje.
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n?—1
n?+1

(d) Z cos(nm) In
n=1

Reseni:
Piepiseme na

n=1

Pro absolutni konvergenci mame

[eS) ) 2 oS 2
Z Z n®—1 Z n°+1
nzl‘an‘ n=1 nn2+1 n=1 nn2_1

Miuzeme pouzit LSK s

2
n 1 2
n?—1 n?—1
Mame -
In 2+
lim 2% = lim —2-L —1
n—oo n n—oo 5
nc—1

Heine s z, = 2/(n? — 1) a lim,_,; 2% = 1.
r—1

Tedy > 7 | an konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje ">, by,.

Ale ¢ | b, konverguje, ze srovnani s Y oo, 1/n?.

Tedy > 7 | an konverguje absolutné, tedy i konverguje.

(o) i (n arcsin ;n)n

n=1

ResSeni: Aplikujeme odmocninové kritérium
1

) . o1 . arcsins- 1 1
lim /a, lim narcsin — = lim f% =< 1.
n

Heine s 2, = 1/2n a lim,_,o 2oz — 1,
( z
Tedy fada konverguje.
oo
(=1)"n
f
® Z n?+2

Reseni: = (1d)

o
sin
(&) ngl vnlnn
Reseni
i. Jestlize z = 0, rada konverguje.
ii. Pro z > 0 mé fada od jistého ng nezaporné ¢leny. Srovname LSK s b,, = ﬁ
Mame . i
a Sin
n—o0 O, n—00 Tnlnn
(Heine s z, = z/y/nlnn a lim,_,o S22 = 1.)

Protoze )7 b, diverguje (znama fada), tak i Y~ , a, diverguje.
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iii. Pro z < 0 uvazujme fadu > >

n=1—an-

Zéaver: Y | ap konverguje pravé tehdy, kdyz x = 0.

E sin? a:

— Vnlnn

ReSeni: Analogicky k pfedchozimu piikladu. Pro z = 0 fada konverguje. Pro
2

x # 0 uvazujme LSK s b, = nl”flizn Maéame

an
lim — =1.
n—oo n

Protoze Yo7, b, konverguje (znamé fada), tak konverguje i Y 7 an.
Zavér: fada knoverguje pro vSechna = € R.

n+1 n+3\"
Q
> (mi)

Reseni: Rada mé nezaporné ¢leny. Z odmocninového kritéria:

1-0< 1.

o . ajn+1 n+3voar
J v = fim e
(Prvni ¢len plyne ze dvou policajti, druhy z Heineho.)
Zavér: fada konverguje.
Nasledujici 3 piiklady mame od https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“rokyta/vy
uka/index html

n'+1
QZ (n+2)!

Resenl.
Protoze fada ma nezaporné ¢leny, mizeme pouzit LSK s

1
by, = 3
Mame
141
i - GEiEE g omiel Ly voar 140
Protoze fada Y oo 157 L konverguje, konverguje i fada >0 .
o520+
Reseni:

Prve upravime a,,.

n(n2—1) + n(n—lg(n—Z) 20
an = n(n—1)(n—2)(n—3 n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4 = _ _
(D203 | nn-D0-D0=30=1) ~ (n = 2)(n - 3)
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Aplikujeme LSK s b, = #

20
lim % = lim 22075 9
n—oo n n—oo F

Protoze Y -7, b, konverguje, konverguje i > >7 | a,.
oo
1+2" Vn+2—-+vn+1
(1) Z n + 4
3 vn
Regeni: Radu roztrheneme. Rady > 3% ay >, (%)n konverguji jako geomet-
rické.

n=1

Posledni fadu upravime

. Vn4+2—-vn+1 1
" Vn (Vn+2+vn+1)v/n
Aplikujeme LSK s b, = # Méame
1
lim & _ lim (Vn+2+vntl) Vn :1
n—oo b, n—00 nTl/‘l 2

Protoze >, b, diverguje, diverguje i 7, cp.
Zavér: Puvodni fada je souctem konvergentni a divergentni fady, dohromady je
tedy divergentni.

o
m) O (cos E)n
(m) ; -
Reseni:
Otestujeme nutnou podminku konvergence. Pro z = 0 je a, = 1. Prox # 0
uzijeme Heineho z, =y, =, = o

lim ey In (cos %)

Y—00
Daéle
In (cos g) <(cos Q) — 1) 2 1
lim yln (cos x) = lim . y2 % VAL () -0=0.
Y—00 Y Y—00 (COS %> -1 ;% Yy 2

V ptivodni limité:

. 1 ﬁ)
lim e’ n<COS v) =0 =1.
y*)OO

Tedy rada nespliiuje nutnou podminku konvergence, tedy diverguje.
— n’+1

n —

() Z_:l nd+n?—3

ResSeni:
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Pokud p < 0, potom nP < 1 a fada konverguje pro vSechny hodnoty ¢ € R podle

srovnani P 5
n* 4+
<

ni+n?2—-3 " n2-3
Pokud 0 < p < 1, pak fada opét konverguje pro vSechna ¢ € R, nebot 2—p > 1 a

w1l 1+ 1/nP 2
ni+n2—3 niP4+n2P—3n P " p2P-3

Pokud p > 1, potom fada konverguje tehdy a jen tehdy, je-li ¢ — p > 1. Je-li tato
podminka splnéna, plyne konvergence fady ze srovnéni
n’+1 1+1/nP < 2
nd+n2—3 niP4n2P_-3pP " niP -3

Neni-li podminka splnéna, tj. je-li p > 1 a zaroven ¢ — p < 1, pak divergence fady
plyne ze srovnani
nP+1 1+1/nP 1 1 1

1
- > —— >
ni+n?—3 nIP+n2P—-3nP " niP4+n2P—-3nP nniPl4+nl-P(1-3/n%) " n

od jistého vhodného n pocinaje, nebot ve druhém zlomku jsou ve jmenovateli
nekladné mocniny.

2 L
2k

Regeni:
Pokud = = 0, fada konverguje absolutné (je trivialni). Odhad (zapomenuti ¢lenu
2% ve jmenovateli)

< |a|?

k
‘1+$2k

dava, ze pro |z| < 1 fada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou.

(EDF Dk
I+(x02F — 2 7+ 0.

Necht nyni |z| > 1. Potom odhad (zapomenuti jednicky ve jmenovateli)

Pokud x = £1, fada konvergovat nemuze, nebot aj =

zk

22k

!
e

_r
1+ 2k

¥

déava, ze fada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou.

[Pro x # +1 konverguje absolutng, pro z = £1 nekonverguje.]

& k
(b) Y (-)M
k=1
ReZeni:
Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle odhadu

kifk

(S

< |z|*.
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Pro x = 1 konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria, protoze % N 0. Ab-

solutné nekonverguje, nebot fada % neni konvergentni.
(71)2k+1

—1)k
(_1)k+1( k) _ ) _ %

Pro x = —1 tada nekonverguje, nebot
Pokud |z| > 1, fada nekonverguje, nebot lim |ax| = +o0.

x2k+1

g(_l)k% +1

k=1

Reseni:
Pro |z| < 1 je fada konvergentni absolutné podle srovnavaciho kritéria a odhadu

’(_1)k x2k+1 < ‘$|2k+1.
2k+1|
Pro z = 1 je fada konvergentni neabsolutné podle Leibnizova kritéria, nebot
5ot 0.
Proz =—1je (—l)k(—l)%*lﬁ = % a fada konverguje neabsolutné podle

Leibnizova kritéria.

Pro |z| > 1 fada nekonverguje, nebot lim |ax| = 4o0.

oo
(nh)*
® 2 Gy

Regeni: Pouzijeme d’Alambertovo kritérim:

o | 2
e ST ((n+ 1)1 . (2n)! — lim (n+1)

. 1 a—2
n—00 (U, n—o0 (2n+2)! (n!)a n—00 (2n+2)(2n+ 1) (n+ ) ’

coz pro a = 2 vyjde 1/4, pro a < 2 je to 0 a pro a > 2 vyjde co. Tedy fada
konverguje absolutné pro a < 2 a diverguje pro o > 2.

Bonus

4. Necht > °7°  an a Y o2 b, je konvergentni (K), > 2 ¢, a Y 2, dy jsou divergentni
(D). (Rady mohou mit i nezdporné ¢leny). Rozhodnéte, zda musi platit:

(a) >2°°, an + ¢, K Nepravda.

n=1
Pro spor pfedpokladejme, Ze Y o2 | an + ¢, je konvergentni. Pak z linearity mame
i konvergenci fady

(o) oo
Z(an +cp) —an = Z Cn,
n=1 n=1

COZ je spor.

(b) Y02, ¢n +dp D Nepravda, napf. ¢, =n, d,, = —n.

(c) 22011 an — b, K Pravda, plyne z véty o linearité.

(d) 02 k-an+1-by, k1 € R, K Pravda, plyne z véty o linearité.
(e) >0 ay - by K Nepravda, napf. a, = b, = (?/1%"
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(f) S22, ¢n - dyn, K Nepravda, napt. ¢, = d, = n.

n=1

(g) 0%, by - dy K Nepravda, napi. b, = 5, d, = n?.

n2»
5. Dokazte, nebo najdéte protiptriklad.

(a) Pokud "7, a, konverguje, potom konverguje i > 7 | (agn—1 + a2n).
Resgeni: Necht s, = > p_q ak (Castecny soulet prvni fady) a o, = > o (agk—1 +
asy) (Casteény soucet druhé fady). Potom plati, Ze 0, = s2,, a tedy posloupnost
¢astecnych souctti druhé fady tvofi podposloupnost ¢asteénych soucti fady prvni.
A protoze libovolna podposloupnost konvergentni posloupnosti konverguje (a to ke
stejné limité), je tvrzeni pravdiveé.

(b) Pokud > | (agn—1 + a2y) konverguje, potom konverguje i Y >7 | an.
Reseni: Tvrzeni neni pravdivé. Uvazte posloupnost a, = (—1)". Potom prvni
fada > a, ma vlastné podobu —1+1—-141—1+ 1 a osciluje, kdezto druha
> (agn—1 + agy) ma podobu 0+0+ 0+ 0+ ... a je zjevné konvergentni.

(¢) Pokud lim,_,~ a, = 0, potom Fada »_ a,, konverguje.
Regeni: Tvrzeni neni pravdivé. Rada Z% neni konvergentni.

(d) Pokud > a, konverguje, potom a,+1 < a, pro viechna n > 1.

(e) Pokud > a, konverguje, potom existuje ng € N takové, Ze a,4+1 < a, pro vSechna
n > ng.
Reseni: Tvrzeni jsou zjevné nepravdiva, co tieba fady se zapornymi ¢leny > —%.
Ale i pokud pfedpoklddame, ze a, > 0 pro kazdé prirozené n, pfesto najdeme
protiptiklad. Uvazte posloupnost

1 2
a2n - (2”)2’ a/2?’L+1 - (2n)2

Potom je celkem zfejmé, Ze ag, 1 > ag,. Pritom fada ) a,, je konvergentni, nebot

aon < aopt1 < # a fada tedy konverguje podle srovnavaciho kritéria.
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