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1. Urcete, zda nasledujici fady konverguji

(a)

; nd+1
ReSeni: PouZijeme limitni srovnavaci kritérium. Jako srovnavaci fadu pouZijeme
by, := 1/n o niz vime, ze diverguje. Tedy pocitame limitu

S

_n- 3
. a . 311 n
lim — = lim "1+ lim ———0 = 1.
n—oo by, n—oo = n—oo n° + 1
n

Jelikoz 1 € (0, 00), tak nase fada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje zvolena
b,. Ta diverguje, ¢ili i zadana fada diverguje.

o0
Zf’/n2+5—€’/n2—|—1
n=1

Reseni: Nejprve vyraz upravime:

+5—n -1
E 2+5 2+1— n .

Jelikoz jsme fadu omezili jinou a navic konvergujici fadou, tak zadana fada taktéz
konverguje.

i\‘?’/n2+5—\3/n2+1
N

Reseni: "Odstranénim odmocniny z ¢itatele" vhodnym rozsifenim dostaneme

n=1

€/n2+5—€’/n2+1: 4
Vn %({”/(n2+5)2+\3/n2+1\3/n2+5+ {”/(n2+1)2>

Jmenovatel se tedy chovéa zhruba jako n'/4 . n/3 = p19/12 Presnéji

4
(oo Y e o) 20
1 =

nl/4.n4/3

lim
n—oo

a podle limitniho srovnévaciho kritéria a predchoziho faktu (srovnévali jsme s fadou
> ﬁ) fada konverguje.
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> 1
nzl V2n +1v2n+ 3

Reseni: Pouzijeme limitni srovnavaci kritérium a srovnani s fadou % Protoze

1
. Ventlvenss 1

n—o0
n

rada diverguje.

= 1
; (2+1/n)"

< 1

Regeni: Rada konverguje, nebot W < 5n-

i ny/n + 2n
n? + 2n3
n=1
Regeni: Rada konverguje podle srovnéavaciho kritéria, nebot
nyn+2n  nyn 1420712 o L 1+2 31
n2+2n3  n3 2+1/n ~n3/2 240 2n3/2

=1
> =

= Inn

Reseni: Radu odhadneme zdola pron > 3:

Rada >y % diverguje, tedy i zadana fada diverguje.

00
k_lnk
2

Reseni: Pouzijeme srovnavaci kritérium. Pro k > e? je k= "k = klik < k% Rada

konverguje, nebot konverguje fada 1712

2. (a) in?’ (l—cosi>

n=1

ReSeni:

Snadno se ovéii, Ze viechny koeficienty a, = n? (1 — Cos %) jsou nezaporné. Ukazeme,
Ze ap #» 0 pro n — oco. Je totiz

. 3 1 . 1—cos% 1
lim n 1—0055 = lim n- —5-" = +00- - = +00,

n—00 n—00 (5)2 2
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kde pro vypocet limity posledniho zlomku pouzijeme Heineho vétu, substituci x =

% a limitu lirr%) 17;# = % Rada tedy nespliiuje nutnou podminku konvergence.
Tr—

n=1
Reseni: LSK s b, = # Pak
In(1+ %
lim 2% = lim (L+ ) -1
n—oo b n—00 1

Protoze -, b, konverguje, tak i >, a, konverguje.
Heine: z,, = 1/n?,
In(1
Jig 2L+ 2)
z—0 X

=1.

o
Z arctann
n

n=1

arctann

. (79 . n . ™

lim — = lim = lim arctann = —.
n—oo by, n—00 = n—o00 2

Protoze ) -7 b, diverguje , tak i Y > | a, diverguje.

o0
1
Z:sian1 In n

n

n=1
Resent:
Polozme a,, = sinn~!'In ”TH Ukazeme, Ze a, lze porovnat s # a tudiz fada podle
limitni verze srovnavaciho kritéria konverguje. Podle Heineho véty a substituce
T = % totiz méame

n
lim —* = lim =1
n—00 = z—=0+ X
& +1 1
In(™= In(1+ > In(1+2
lim L~ = lim ( ) = lim (L+ ):1,
n—o00 1 n—o00 1 r—0+ X
n n
takze pouzitim obou limit dohromady dostavame
<1 1
a sin= In(l+ =
lim * = lim —™*- (1 ")_1
n—oo - n—oo — =
n n n
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i <k(k2+1)*1 _ 1)

k=1
Reseni:
Protoze

@%“04—1)2633—1

a vyraz v exponentu konverguje pro k — oo k nule (napiiklad podle Heineho véty
a 'Hospitalova pravidla), dostavame s prihlédnutim k Heineho vété, vété o limité
slozené funkce a zakladni limity % — 1prox — 0, Ze

12nk
. ek*+1 — 1
—00 k2+1

Podle limitni verze srovnavaciho kritéria tedy vySetfovana rada konverguje, pravé
kdyZz konverguje fada
Ink
R
P k4+1

Ukazeme, 7e tato fada konverguje srovnanim s (Ink)/k2.

Rada Y reo 12—2]“ konverguje ("fakt"), tedy konverguje i pivodni fada z limitniho

srovnavaciho kritéria.

(f)

ResSeni:

Rada diverguje srovnanim s fadou Y-, 7, nebot limitn{ srovnavac kritérium dava

k 1 2
Ly E2HL COS ¢ 1
i T = 1i 3 cos— =1

1 1 n+1—n 1
1
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Dale

173
Pak
1 1
sm(—n— TH)
lim — = lim VnZ 1 Vn?
n—oo n—oo

1
nl/6
in (5~ 7am) Y@ TR+ VBV T T4 YR b

= lim .
n—00 1 £/ </ 4/3
T I L) Vivn +1(vVn+1++/n) nt/

voar, 1+1+1 3

141 2

Protoze ).~ b, diverguje, tak i > > | a, diverguje.
Mnohokrat pouzit Heine a VOLSF.

i arctan 72k
27
— 1+ k

ReSeni: Vizte dalsi priklad.

io: arctan 721%
2 27
Pt 2+ k

kde z € R je parametr.

Regeni:

Pokud =z = 0, fada mé nulové koeficienty a konverguje. Pokud x # 0, pouZijeme
limitni srovnévaci kritérium. Plati, ze

arctany 1

)

y—0 Yy
. 2 . s 2kx M
odkud vyplyva (substituci y = m), ze
2kx
lim arctan rrwe A )
k—so0 2k 7
x2+k?2
a proto fada ), arctan kgf_fc 5 konverguje, pravé kdyz konverguje fada xgkﬁ

Jednoduchym srovnanim ale dostaneme, Ze od uréitého ¢lenu poé¢inaje, kdy je k? >

22, plati
2kx S 2kx
x4+ k2 T 2k2 K’
pricemz fada napravo diverguje pro kazdé z # 0.

Zdver. Rada konverguje pro z = 0, jinak diverguje.
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o0
> sin -
sin ———
n2+1
n=1

Regeni:
S prihlédnutim k Heineho vété totiz jednoduchym rozsifenim dostaneme

: n : n
. s . sin 5y n2
lim — = lim o T =
n—00 - n—00 2T ne+1
in _n 2 .
S Tl TcE 2 N N A L LB
n—00 - n—o0o N + z—0 X

kde a € R je parametr.

Regeni:

Pokud a > 0, pak lim (kka — 1) = +00, fada tedy diverguje, nebot neni splnéna
zékladni podminka konvergence lima; = 0.

Pokud a < 0, pak plati

B = Rtk

a tudiz (podle Heineho véty a véty o limité slozené funkce s pfihlédnutim k faktu,
Ze limy oo z%Inz = 0 pro a < 0)

k.k“ 1 eka Ink _ 1
lm o~ = fm &
koo KOInk  hbee  koInk

=1.

Staci tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria vySetiit fadu

i kE%Ink
k=1

pro a < 0. O této fadé vime, Ze pro 0 > a > —1 je divergentni a pro a < —1 fada
konverguje.

> 7r
Z tg (47) sin 2"
n=1

ReSeni: Vygetiime absolutni konvergenci. Mame

T
an] =<t (55)-

Dale LSK s ¢, = f5. Pak

lim b—n = lim te (47)
n—00 Cp, n—oo (

e
SN—
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b, konverguje. Ze SK pak absolutné

n=1
konverguje i Y >° | ay, tedy i konverguje.

Protoze ) 7, ¢, konverguje, tak i > °

Heine: =, = &

qn -
. tanczx
lim =1.
z—0 X
(m)
D
1 1
g — arccos —
n n
n=1
Reseni: LSK s b, = 1. Pak
n n
. Qn . % arccos % . 1 ™
lim — = lim = lim arccos — = —.
n—o0 by, n—00 2 n—00 n 2

n

Protoze )7 b, diverguje, tak i Y > | a, diverguje.
Heine: z, = 1/n,

. T
lim arccosx = —.
x—0 2

1

o
Zarcsin(\/n2 +1—/n%—1)y/sin—
n=1

n

Reseni: Nejprve upravime odmocniny:

Vn2+l—+vn2 1= 2

Vn? +1+vVn? -1

LSKsby =2 \/L =2

. ap . arcsin(vnZ +1—+vn2 —1) 2 sin- n
lim — = lim 5 = > . TS
S RN Vit levni-1 Y g 2
1 1
voar, 1 . _1
1+1 2

Protoze )7, b, konverguje, tak i > >° ; a,, konverguje.
Neékolikrat Heine a VOLSF.

Bonus

3. Zkonstruujte kladnou posloupnost a,, tak, ze

. . Ap+1 .
(a) i lim L —=1a >0 | an konverguje.
n—00  Qp -
ResSeni:
1

an = 32
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. An+1
lim

n—00  QAp

ii. =1la) 7, ay, diverguje.

ReZeni:
1

ap = n
s e an+1 .
iii. limsup —= > 1 a Y02, an konverguje.

%9
Reseni:
Liché ¢leny budou agp_1 = ﬁ, sudé pak budou aqp = ﬁ

4. Dopliite symboly <, <= nebo =-.

Véta 1 (limitni srovnavact kritérium ). Necht >°°°, a, a Y oo b, jsou fady s nezéa-

L e e 1 a - L4
pornymi ¢leny a necht existuje lim e Ozna¢me K = lim I

o0 o0

K € (0,00) Z ay Diverguje | < Z b, Diverguje
n=1 n=1
o0 o0

K=0 Z an Diverguje | = Z b, Diverguje
n=1 n=1
o (o9}

K=x Z an Diverguje | < Z b, Diverguje
n=1 n=1
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