4. cviceni - Rady - d’Alembert + Cauchy
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ “kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Priklady
1. (a)
D o
n=1
Reseni: UZijeme podilové kritérium.

. (1220 In?42n+1 1
lim —— = lim -———— = —.
noco 2.92n n2 n—oo 2 n2 2

1/2 < 1, tedy fada konverguje.

0o 6"
Z 22n + 32n
n=1

ResSeni: Pouzijeme odmocninové kritérium

6™ 6 6 6 2
li ) B 2 < —=_=Zc1,
mp § g g = imawp 7 < Hmswp = 5= 3

tedy fada konverguje.

2
n=1 2"

Reseni: PouZijeme podilové kritérium.

(n+1)2 _ o

. ((nr1)? 2@
AT (al)? i, g2l

Rada konverguje.

i <2 + (-1)k>’f
7

k=1

Pouzijeme zobecnéné odmocninové kritérium. Je

(24 (=1)F\" 2+ (—1)k 3 3
lim sup a; = lim sup ¢ <+()> = lim sup M <limsup - = - < 1,

(dokonce rovnost), fada tedy konverguje. Limes superior je nutno pouZit, protoze
limita by neexistovala, zato limes superior existovat musi.
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n n
n=1

Reseni: Pouzijeme odmocninové kritérium. Mame

(n+1)7
i T _ o (DT80 (5)" 41
n— o0 % n— 00 n7 3n+1 (%)TH’I +1
N1 &H"+1 1
— lim (1+> -f'(3)71:7<1.
Rada konverguje.
(f)
5 ()2
\n on
Reseni: (%f) = (3,7; )!! Podilové kritérium.
InIn!yn
lim (2n +2)!InIn!s ~ lim (2n+2)2n+1)1 :4.1 <1
n—oo (n+ 1)I(n+ 1)!(2n)!157+t1  nooo (n+1)(n+1) 5 5

Tedy Fada konverguje.

(2)

i 14+ cosn\"
2+ cosn

n=1

Reseni: Odmocninové kritérium, verze (a).

1+ cosn <g
-3

24 cosn

Tuto nerovnost ovéite. Nasli jsme ¢ < 1, které omezuje posloupnost a,, Vn, tedy
rada konverguje.

(h)

< -1 n(n—1)
> (1)

n=1
Reseni:

Pouzijeme odmocninové kritérium

n—1 n(n—1) n—1 n—1 ) n+1-2 1
hm"( ) :lim( ) = lim <1+ ) == <1,
n—o00 n+1 n—oo \ n 4+ 1 n—00 n+1 e?

tedy rfada konverguje.
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O

n_1

3

>

n=1

\V)

ResSeni: Vysetiime pomoci podilového kritéria:

. An+1 .
lim = lim =

n—o0 QA n—00 n2—|—1 .2”+1—1_nl—>nolo n2—|—1 .2—1/271

tedy rada konverguje.

i 1
Resent:

Rada nekonverguje, nebot

1 1
lim a, = lim ——— = = #£0.
A an = lim G = o 70
00 n2_1 (n—1)n(n+1)
> (")

n=1

Reseni: Pouzijeme odmocninové kritérium

in2—1 (n—1)n(n+1) -1
lim ( 5 ) = lim <1 +—
n—oo n n—o0 n
1

tedy fada konverguje.

=l
2

Reseni:

n+1)2+1 271 . n?P42n+2 1—1/271_1<1

2

Otestujeme nejprve nutnou podminku konvergence. PouZijeme vétu a prevedeme

n-tou odmocninu na podil

n (n+1)!
. n! Sy ) (n+ 1)n™
lim — = lim —F— =1

tedy fada diverguje.

:77&07
e
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2. Vysetiete konvergenci nésledujicich rad, x € R:

o

Z Kk

k=1
Reseni:
Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle podilového kritéria, nebot

N e RV
k—o0 k‘4 . ‘.ZL“k k—o0 k‘4

x| =z] < 1.

Pokud |z| > 1, nekonverguje, nebot lim k%|2|¥ = +o00, a proto nenf mozné, aby lim
0.

Zkouskové priklady

3. VysSetfete konvergenci nésledujicich rad:

o0 2n
(a) 22n+lz”, z e R.
n=1

Reseni: Pro z = 0 jsou vechny ¢leny Fady nulové, tedy fada konverguje.
Pro z # 0 vySetifime absolutni konvergenci podilovym kritériem:

ktzk

antl n+1 1
FnFI T I? 2-(2"+1 + 5w
i [0t] gy P 2 @D g g I
n—o00 ‘an’ n—o00 T ’Z‘n n—00 on+1 +1 n—00 2+ 5
Zatim mame, ze fada konverguje pro |z| < 1 a diverguje pro |z| > 1.
Zbyva vysettit body z =1, z = —1. Pro z =1 mame
o 21’L
)
ot 2" 41
ktera ale nesplhuje nutnou podminku konvergence.
Pro z = —1 mame
oo
2" n
Z on (71) ’
+1
n=1
které téz nespliiuje nutnou podminku konvergence.
Zavér: Rada konverguje pravé tehdy, kdyz z € (—1,1).
o0 1,100
(b) Z(*l)n?
n=0
Reseni: VysSetiime absolutni konvergenci podilovym kritériem:
100
- lang| . (n;;bl‘zl 1 /n+1\'" 1
lim = lim —55%— = lim — =-<1

2

Rada tedy konverguje absolutné a tedy konverguje.
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()
(n + 1)+

=
WE

0
eSeni: VySetiime fadu za pomoci Cauchyho kritéria:

5

R B 1) . n" . n \" 1 wvoarl
lim {/————— = lim ——— = lim : - 1< 1.
n=oo \[ (n+ 1) HL oo (4 )ty oo \nt+ 1) (n 4 1)w ¢

Tedy fada konverguje.

Zduvodnén{ limit:

lm —— = llm ————— = —

: n \" 1 1
lm [ —— | = = o .
n—oo \ n 4+ 1 n—00 (”+1) n—00 (1 + %) e
Pro druhou limitu )
(n+1)n =VYn+1
najdeme dva strazniky
1< Un<¥Yn+1<Vom=%2n—>1-1.
2 In(22" +1)
— In(24" +1)
ReSeni: VySetiime fadu za pomoci podilového kritéria:

2n+1

In(2°  +1) -~ i
. Ong1 . (2T . In(2 +1) In(2* +1)
lm —— = lim ———— = _ . .
n—oo @,  n—oo I(2"+1)  nooo In(22" +1)  In(24" 1)
In(24" +1)

Vytkneme nejrychlejsi ¢len a pouzijeme vzorce pro logaritmus:

n+1 n
; In (22 (1+ 2n+1>> In (24 (1+2%n))
im ’
n—oco  In (22 (1 + 227n)) In (247hLl (1 + 4n+1 ))
) 2"+1ln2+1n(1+22n%) 4”ln2+ln(1+2%n)
1im '
n—00 2”1n2+1n(1+2Tln) 4nt1In2 +In <1+24n%)

 omas (1+22n+1> n24 <1+24n)
= lim .
n—oo

2+ LH?"’”) 4In2+ 7@24"“)

VO_AL21n2+0 ln2+0_1<1
~ In240 4In2+0 2 ’

tedy rada konverguje.
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