3. cviceni - Taylortiv polynom + limity IT
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie
Piiklady
1. Pomoci Taylorova rozvoje urcete nasledujici limity.
sinx —x 1
lim ———— = —=
(a) :cl—r>r(l) $3 6

ResSeni: Budeme rozvijet do 3. fadu:
3

sinz = 2 — — + o(z?),
3!
tedy méame
. 3
. sinz—x . x—Y4+o(t)—z

lim —— = lim — = lim

x—0 X z—0 X x—0
. In(coszx 1
i I08) _ 1
x—0 X 2

Reseni: Budeme rozvijet do 2. fadu:

22
cosx =1— — 4 o(x?)

2!
& 2
Yy
m(1+y) =y -5 +o(y’).
Dohromady
2
2
22 , <—% + 0(1’3)>
In(cosx) = (—2! +o(x )) - 5 +o0 <
tedy
2
In(cosz) = —% + o(x%)
Pak )
lim In(cos z) — lim -5+ o(z3) voar
z—0 1'2 z—0 1‘2
o 3
lim sin T a2c+2:U _ 0
z—0 T

ResSeni: Rozvineme do 3. fadu:

. 3 4
sinz = x — E—i—o(w ).
Pak
. 3 3
i SIRE — 2 + 223 — lim r— %+ o(z?) — x + 223 — lim % + o(z?) voaL o
z—0 2 z—0 22 z—0 2
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coszsin(xIn(1 + x))

(d) lim

x—0 LI?Q
ResSeni: Rozvineme do 2. fadu:

=1

2

In(l+2) =2 — - + o(z?)

2
23
zln(l+z) =2? — 5 + o(z?)
22
cost =1— — 4 o(x?)
2!
Navic
siny =y + o(y?).
Dohromady
x? 3 3
coszsin(zln(l+z)) = (1 5 + 0(933)> (x2 ) +o(z3) + o0 <332 Y + 0(:63)))
= 22 + o(z?)
Celkem pak méame
lim coszsin(zIn(1 + x)) ~ lim 22 + o(x?) _q
z—0 2 z—0 2
xe) lim 2/ (Vz+1++vVz—1-2Vz) = 1
r—+00 4
Reseni:
Protoze na rozvijeni v nekoneénu nemame vztahy, provedeme substituci y = %

(vysledek pak dostaneme vétou o limité slozené funkce).

lim x3/2(\/a:+1+\/x—1—2\/§)—> lim y_?’/2

T—~400 y—0+

(e

y—0+

Nyni rozvineme ob& odmocniny do druhého rfadu

y—0+

. -2 1 %(_%)2 2 1 2’
= lim y 1+§y+Ty +o(y) + 1—§y—|—7

1

wf) lim Va6 425 — /2 — b ==
z—+00 3
Resent:

1

Provedeme substituci y =

= lim y 2 <\/1+y+\/1—y—2>.

1
lim €/$6+$5—€/$6—135: lim ZE€/1+—$</
x

T—+00 T—r—+00

1 )
1——— lim
x y—0+

1_1_2\f>:
y y

Vity—-vi-y
. .
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Nyni rozvineme odmocniny v ¢itateli, sta¢i do prvniho fadu

1+ (13
_ iy (YT oW) = (1= gy ¥ oly)) fam W L1

1
y—0+ Y T3 0ty 3 3

lim {<x3—x2+z) el/‘”—\/a:‘;—i-l}
x——+00 2
1

Reseni: Provedeme substituci y = -

3 2, T\ 1 [(1_y+%y2)ey_°l+y6}
lim [(m —x +7>e/x— 336—1—1}: lim =
T—+00 2 y—0+ y3

a nyni rozvineme exponencielu a odmocninu v ¢itateli do tfetiho fadu

2 3
oy UmyF9?) A 4yt 5+ +oy’) —1+0(y°) _
_y—>0+ y3 B

2 3 3
o Ay ) H )+ -+ o) -1
y—0+ y3

Frolyh) 1 e’ 1
== m — = —.
y—0+ y3 6 y—0+ y3 6

1
lim [az—xQIn <1+)}
Tr——+00 T

1
2

1 1 1
lim [:U—x21n<1+>] = lim [—2ln(1—|—y)] =
T—400 X y—0+ |y Yy

a nyni rozvineme logaritmus do druhého Fadu

Reseni: Provedeme substituci y =

. VI+tgr —+/1+sinz
lim 3
z—0 X
Regeni:
Budeme hledat rozvoj ¢itatele do tretitho fadu. Je

23
tgx =x+ 3 + o(z?)
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odkud vyplyva

1 Ll 4 Lel 1yl _9
m:1+2tgx+2(22, )tg2x+2(2 (3 )tg3$+0(w3):

1 1 1 1
=1+ ix—i— éxS — ga:Q + Ex‘q’ + o(2?)

Na druhou stranu

1 G- 5 L 3G-D(GE-2) g 3
\/1+sinx:1+§sinx+%sin x4 222 3'2 sin” x + o(x”) =
1 1 1
=14 -z— —23— 22+ —23 +o(a?)

odkud vyplyva, ze

1 1
V1+tgr — V1 +sine = ( —1—) 23+ o(2®) = ~2® 4 o(2?),

a tedy

. VJI+tgz—+1+sinz 1
lim
z—0 1'3 4

cos(ze®) — cos(ze™ x)

lim 3
x—0 X

ResSeni: Ziejmé staci rozvést Citatel do tietiho radu.

. cos(ze”) — cos(zre” x) . 1—32%% — (1 — La%e72") + o(2?)
lim = lim =
z—0 a:3 x—0 a:3
—2z _ 2z 3
— 1im (& G R NP PSS
x—0 2x $3
(k)
ea:2+5x4 o e:c2—3x4
im
20 (cosx — 1)(coshz — 1)
Resent:
Protoze plati
. cosz —1 1 . coshz —1 1
lim ——— = —, lim ———— = -,
z—0 :1:2 2 xz—0 (172 2

pak, existuje-li limita napravo, plati

2 4 2 4 2 4 2 4
e +5z% e —3z e +5z% e” -3z

im =
2—0 (cosz — 1)(coshz — 1)  2—0 x
staCi tedy rozvést Citatel do ¢tvrtého stupné. Tak dostaneme

1+ 2245zt +20) — (1+ 22— 32t + 2°) + oz 8z 4
~ i 4! 7) h 7) Fole) _ 4820 H o) Tol’)
z—0 x z—0 x

= —32.
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sinh(tgz) — x

lim —( g3 )
z—0 T

ReSeni:

Citatel musime rozvést do tretiho fadu. Plati, Ze

e —e” 87 1+tgr+ tg;x + tg;x +o(z3) — (1 —tgz + tggz - tggx + o(z?))
2 2

sinh(tgz) =

3

tg” x
:tgx—i-gT + o(z?)

dostavame tak

3
inh(tgz) — tgx + BL — 1z + o(x? tgx — 1tg? 3
m 8T T X ( g;) L _ fim 22 6 3 2+ o(@’) = lim 7g$3 x—i—limf—g?fj—l—lim 0(:c3) =
z—0 X z—0 X z—0 X z—=06 T z—0 X
A déle plati, ze
; sine  x—23/3! + o(a?)
xTr = = =
& cosr  1—x2/2+ o(x3)
a’ 4 o & 3\\k
= (@ -5 +olx ))'Z(gﬂLO(l’ )" =
' k=0
3 3
1
:mf%+%+o(az3):x+§x3+o(x3)
a proto dostaneme, Ze
tgx — 1tg? 3
:limwﬁ-limf & J;—i-limo(x ) =
z—0 x3 =06 3 z—0 23
1.3 3 3 3
3T° + 1t 1 1 1
:limerlim— & x+lim0<x ) =-+-+0=-.
z—0 3 z—=006 x =0 3 3 2
_ b i
(m) Najdéte a,b € R tak, aby lim (a+ josx) ST _ o,
z—0 T
ReZeni:
Plati
3 b 2 3
x—asinx —bsinxcoszr =z —a (x— % +0($4)) o <2m— ( ? —|—o(ac4)) =
3 4b 3
:x—ax+%—bx+%+o(x4).

Aby limita byla nulova, musi byt pro kazdé = z n&jakého okoli nuly (a tedy vSude)
r—ar—br=0 = 1—a—-b=0
afx‘3 n 4ba3
6 6
Odtud méme a = —4ba l+4b—b =0, tedyb:—% aa=

=0 = a+4b=0

ol
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(n)

z _
lim (1+z)*—-1
z—0 "
Reseni:
Je (14 z)* = e*(42) 3 rozvoj je

2 2 2_.3 3 a3
exln(1+x) _ ez(x—T—i—o(x ) — et /24o0(x?) -1 —|—.CC2 o +0(£C3) -1 +$2 —|—0(.1‘2)
2 b

tudiz
(1 _1_33):5 1= eacln(1+a:) 1= ZL‘Q + O(l‘z),

hledané n je rovno dvéma a plati

1 T _ 1 2 2
g EF2) -1 +o(@®)
x—0 $2 x—0 .%‘2

=1.

. In?(1 +sinz) — In?(1 + arcsin z)
lim
z—0 "
ReSent:

Porovname rozvoje funkci sinz a arcsinz a zjistime prvni ¢len, kde se 1isi. Ten
bude urcujici.

: a? 3 : a? 3

sinx =x — — 4 o(z”), arcsinx = z + — + o(x”).

6 6

Odtud vidime, ze pravdépodobné budeme muset rozvijet do tretiho fadu. Je

T
In(l+y) =y — 5 + % +o(y),
2 3
a proto
3 3 1 3 2 9 3 3
In(l+atto@®) = (£ = +o(z®) ) == (2 £ = +0(z®) ) +=2 (2+ = +0(z®) ) +o(a?) =
6 6 2 6 3 6
=x— lei 2%+ o(xd),
2 6 3
z ¢ehoZ vyplyva, ze
2 a’ 3 2 g 14 a 4
In (1+xig+o(1‘ ) =a"—x +° j:g—i-o(:v ).

Neni tfeba pokracovat do vyssich mocnin, hledali jsme prvni ¢len, kde se rozvoje
budou ligit. Odtud vyplyva

3 3

In?(1+sinx) —In?(14-arcsinz) = In?(1+2 — % to(z®) —In*(1+z+ % +o(z?)) =
1 * 1 : 2
= <x2 — x5+ 1374 - % + 0(364)) — <x2 — 23+ 1374 + % + 0(364)) = —§x4+0(x4).
Odtud vyplyva, Zze hledané n = 4 a plati
. In®(1 +sinz) — In?(1 +arcsinz) .. —32% + o(z?) 2
lim =lim 20———~ = —=.
z—0 x4 z—0 x4 3

Matematicka analyza 2, 2021 /22, Kristyna Kuncova 6



Zkouskové priklady

Zdroj: http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/0809/1s/ma/index.html

2

2. (a) Naleznéte Tayloriv polynom funkce f(z) = e* sinx — sin(azezg) fadu 5 v bodé

z = 0 a spoctéte
f(z)

2—0 In(1 + 23) — sin(z? sin x)

(b) Naleznéte Taylorav polynom funkce f(x) = cos(sinz) — 1 —sin(cosz — 1) fadu 5 v
bodé x = 0 a spoctéte

lim f(@)
9 1n(1 + x) cos ( %a:) —y/cos(2x) —x 4 cosw

1
(c) Naleznéte Taylortiv polynom funkce f(z) = arctan(sinz) — sin (:I; — 3x2> fadu 5
v bodé x = 0 a spoctéte

lim 1)

z—0 (arcsinz)(cos ) — arctan

(d) Naleznéte Taylortv polynom funkce

1 1
f(z) = (14 arcsin(2?))?? — Vel — 3 sin <2m2> fadu 5 v bodé x = 0 a spoctéte

lim f@)

z—0 (sin x)(sin 2z) — (arcsin z)(arcsin 2z)

(e) Naleznéte Taylortv polynom funkce
f(x) = sin(v1+ 2z —1) — (1442)* +cos(z*) — 2 Fadu 4 v bodé = = 0 a spoctéte

f(z)

m —— . 3
a—0 arcsin(arctanx) — sinz + x
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v Vd

Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (2)
LS 2008-09, 3.6. 2009

Reseni zde uvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny upravy a vypocty jako cviceni podrobné.

Priklad 1 : Dostaneme postupné tyto Taylorovy rozvoje:

rt 3 2d
exp(z?) =1+ 2%+ — +o(z°), z— 0, sine =z — — + —— +0(z%), z—0,

2 6 120
a proto

3 5 5 5

) 41
exp(z?)sinz =z — %+]_9670+$3_ %4— % + o(x°) :w+6x3+1—20$5+0(x5), x — 0.
Dale plati
2 g, 2 6y _ 1 3 ay3 1 21\ 2\5
sin(ze” ) =z +x —1—5—1—0(30 )_6 (z + 2 + o(z)) +§0 (z 4+ o(z?))” + o((ze”)?), z — 0.
Plati lim,_o ze® /2 = 1 a miZzeme tedy psat o(z®) misto o((ze*”)5). Pak méme
5
n(2e®) — 2 4 208 4+ 5 o
sin(ze )—x—|—6x + 120+0(m ), x—0.
Dohromady:
25
exp(z?) sin x — sin(x exp(z?)) = 3 +o(z®), z—0,
a proto
5
;0 x
) = 5
Rozvojem jmenovatele dostaneme
z° ®
log(1 4 %) — sin(z?sinz) = 2> + o(z®) — sin <:c3 % + 0(x6)> =5 +o(z°), x—0.
a tedy
2 . . 2 x5 5
- 5 to(z
- exp(z?)sinz S{n(:vex'p(x ) _ lim -2 (x°) _s
2—0 log(l + 23) — sin(z? sinx) 70 20 4 o(a5)

Priklad 2 : PouZijeme dvakrat Dirichletovo a potom Abelovo kritérium:

e Posloupnost {sinn}>°; ma omezené ¢astené soucty; posloupnost % konverguje k nule a je
klesajici. Podle Dirichletova kritéria tedy fada

o0 .
g S konverguje. (1)
n

n=1

e Posloupnost {cosn}2° ; ma omezené ¢astecné soucty; posloupnost ﬁ konverguje k nule a

je klesajici. Podle Dirichletova kritéria tedy rada

o0
Z oS konverguje. (2)

vn

n=1



Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (5)
LS 2008-09, 24.6. 2009

Reseni zde uvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny upravy a vypocty jako cviceni podrobné.

Priklad 1 : Plati

1 1
sinx:m—6x3+1—2()x5—|—o(x6), x — 0,
1 1
cosx—1:—§x2+ﬂx4+o(az5), x — 0.
Odtud dostavame
1 )
cos(sinz) — 1 = —5332 + ﬂ$4 + o(x%), x—0,
1 1
sin (cosz — 1) = —5.%'2 + ﬂx‘l + o(x°), x — 0.
Tedy mame
1
cos(sinz) — 1 —sin (cosxz — 1) = 61'4 + o(z°), x — 0,

a proto je

1
() = st
Jmenovatele je (za ucelem spocteni limity) mozno poéitat pouze s Peanovym tvarem zbytku

o(z*), 2z — 0, piSeme tedy

1 1 1
log(1+) =2 — —2® + ~2° — ~a* + o(2?), r— 0,

2 3 4
2 1 1
cos < 3x> =1- ngQ + 5—4:704 + o(z*), x— 0,
odkud
2 1 1
log (1 + ) - cos (\/;,U> =z §x2 - Ex‘l +o(z'), x—0.
Déle dostaneme
1
cos (2z) =1 — 22 — Zat + o(z?), x — 0,

6
a proto po upraveé

2 1
log (14 ) - cos <\/;a:> —y/cos (2z) — x4 cosx = §x4 + o(2*), x — 0.

7 vyse uvedenych rozvoju plyne

lim f(z) — é
3

*Yog (14 ) - cos <\/gx) —y/cos (2x) — x + cosx




v Vd

Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (4)
LS 2008-09, 17.6. 2009

Reseni zde wvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny Upravy a vypocty jako cviceni podrobné.

Priklad 1 : Plati

1 1
arctgx = x — gx?’ + 6x5 + o(z%), x — 0,
sinx:x—1x3+ix5+0(a:5) x — 0.
6 120 ’
Odtud dostavame
3
arctg(sinz) = z — lx?’ + Lx‘r’ + o(2°) — E T — lm?’ +o(z?) ) + 1(a; + 0(z?))® + o(sin® z)
6 120 3 6 )
:m—lx3+§x5+o(a:5) x—0
2 8 ’ ’
Déle mame
1,5 1 1\° 1 °
sin <:1: - xS) =z — gx?’ ~ 5 (x - 3x3> + 120 <:1: - 3x3) + o(x)
7
:x—§x3+zom5+o(x5), z—0
Pak dostavame
T5f’0(x) = 2P
Dale plati
arcsinx = = + 11‘3 + i:Es + o(z®), x — 0,
6 40
1 1
coslef§x2+ﬁx4+o(az5), x — 0.
Pro jmenovatele dostavame
1
(arcsinz) - (cos ) — arctgx = —~z° + o(z®).
7 vyse uvedenych rozvoji plyne
i (@) 6
im - =——.
x—0 (arcsinz) - (cos x) — arctg 5

Priklad 2 : PouZijeme Dirichletovo a potom Abelovo kritérium:

e Vime, ze posloupnost {cosn}° ; méa omezené ¢astecné soucty.

e"—1
en+41

oo
e Ukézeme, Ze posloupnost {log( )} . konverguje k nule a je rostouci: pro z > 0
n=

oznafme f(z) := log (2:11>, potom f'(x) = e&;fl > 0 (pro v8echna x > 0). Posloupnost



Reseni
Reseni zde uwvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme

provést a rozmyslet si vSechny upravy a vypocty jako cviceni podrobné.

Priklad 1 : Dostaneme postupné

1+arcsin(:p2):1+x2+o(az5), z — 0,
(1-+arcsin (o))" =14 202~ Sat 0 (o), a0,
\/e(xQ):eé:1—1-%1'24-%364—1-0(:65), r—0,
2
%sm <$2> = éx2 +o0 (:175)

Odtud dostavame
. 9\2/3 1 [2? 17 , 5
(1—|—arcsm (37 )) — Vel —gsm - :_Ew + o(z”), x — 0,

2
a tedy

17

TH(x) = — =t
5 (x) 79"
Dale plati
sin (z)sin (22) = (z — L3 + L5 +o(z°) ) (22— 4.8 + 2 +0(z°) ) =
6 120 3 15
:2x2—§x4+0(a:5), x— 0,

1 3 4 12
arcsin (x) arcsin (2 ) = (;U + 63:3 + Exs +o ($5)> . <2 x+ 5333 + €x5 +o (:U5)> =

)
:2x2+§m4+0(m5), x — 0.

Pro jmenovatele proto dostavame
10
(sinz)(sin 2x) — (arcsin z)(arcsin 2z) = —§x4 + o(z°).
7 vyse uvedenych rozvoji plyne

f(z) _ 17

li = —.
ey (sinz)(sin 2x) — (arcsinz)(arcsin2z) 240

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:

@ TOZVO] [ ottt 7 bodi

e rozvoj jmenovatele . ... .. 6 bodi

o vypocet Imity .. ..o e 2 body
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:

3 body

e chybny zapis Taylorova polynomu ............ ... ..
Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



v Vd

Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (7)
LS 2008-09, 16.9. 2009

Reseni zde uvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny upravy a vypocty jako cviceni podrobné.

Priklad 1 : Dostaneme postupné

1 1 )
\/1+2x—1:x—§$2+§x3—§x4+0(x4), x—0,
1 1 3
sin(vV1+2x—1) =z — 51‘2 + §$3 - §x4 + o(x?), x—0,
3 7 7
(1—1—437)1/4:1+m—§x2+§x3—§x4+0(x4), x—0,
cos(z?) = 1 + o(z?), x — 0.
Odtud dostavame 19 97
fz) = —gxg + 1954 +o(at), x—0,
a tedy
19 37
Tic’O(IL‘) _ . .’E3—|— Z$4
Dale plati
1
arcsin(arctgx) = x — 6303 + o(z?), x — 0.
Pro jmenovatele proto dostavame
arcsin(arctg z) — sin(z) + 2 = 23 + o(z?), x — 0.
7 vyse uvedenych rozvoji plyne
. f(x) 19
lim - - = ——
2—0 arcsin(arctg z) — sin(z) + 23 6

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:

@ TOZVO] [ ottt e 7 bodi
® TOZVO] JMeEnovatele .. ......... i 6 bodti
o Vypocet Mty .. ..o e 2 body

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenuta odivodnéni:
e chybny zapis Taylorova polynomu ............ ... i 3 body
Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.




