2. cviceni - Taylortv polynom -+ limity
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady
1. Pomoci Taylorova rozvoje urcete nasledujici limity.

e —sinz — 1
lim —mM——
(a) lim ——>

Reseni: Tayloriv rozvoj:

. e¥—sinz—1 1+x+%2—:c—1+0(a:2) 1
lim = = —.
z—0 x2 2 2

(Slo by i provést dvakrat 'Hopitalovo pravidlo.)

(b) Tim e’ sinx —3:1:(1 + )
z—0 X
ResSeni: Sledujte vypocet.
lim e’sinx — x(1 + x) — fim (1+z+ %—F‘%: + o(z?))(z — %—i—o(x?))) —z — 22 _
x—0 x3 x—0 x3

= 1i
$1—>H10 1‘3
3
x—0 1‘3
2
cosy —e % /2
I
(C) :cg% a;4
Regeni: Sledujte vypocet.
—x2/2 1_L2 z? 5 _1_ﬁ 1zt 5
. cosx—e o o+ +o(z?)) — ( 5+ o +o(x°))
lim ———— = lim =
x—0 :1,‘4 x—0 I4
B 1 11 +o(z) = 1 0= 1
204l 420 PO T T TV T Ty

1 1
(d) lim < — = )
z—0 \ & sinx

ResSeni: Prevedeme na spoledny jmenovatel a rozvineme funkci sinus v Citateli a

uvidime.
. 1 1 . sinx —«x
].lm —_ = hm _— =

r sinx z—0 xsinx

3 /91 4

. -z o x—x/3'+o(x*) —x
=lim —— = lim / . () =
z—0 xsinz z—0 Tsinx

2
:lim( r T, ? 0(x2)>:1-0+1-020.

z—0 sinz 3! zsinzx
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sin(sinx) — zv/1 — 22
(e) lim =
z—0 x
Reseni: Citatel musime rozvést do patého Fadu. Plati, ze

.Z'3 1'5
sin(sinz) = sin(z — = + == 4 o(z%)) =
3! 5!
B R 1 23 P\ 1 a3 a5\° 6y
=gty g\t ogrty) talm gty tolh)=
3 b 1/ 4 o3 1 5 6 1 6
:(x_g!+5!)_?,!<x_3x:a!>+5!"” to(@h) =2 = o+ o +ola?)

Odtud vyplyva
0= %+ e ole) —a(l - ha? - bt + o(a?)

. sin(sinz) — 2v/1 — 22 )
lim = lim —

z—0 .735 z—0 .735

1.5 6y | 1.5 6
== 5 1 1 1
— lim +1g2° + 0o(z°) + ga° + o(x®) _1 .1 9

250 25 109 90

(f) lim e+ _sing + 3cosx — 4

7—0 arctan® z
ResSeni: Predné provedeme jednoduchy trik. Plati, Ze

lim ———— =1
z—0 arctan x
(jak plyne napfiklad ihned z ’'Hopitalova pravidla). Proto, pokud existuje limita

napravo, plati

2 . 2 .
et _ginzg +3cosz — 4 et _ginx +3cosz —4 . a3
lim 3 = lim 3 lim ———— =
xz—0 arctan® x z—0 x z—0 arctan”® x
2 )
. eFTT _ging 4+ 3cosx — 4
lim .
x—0 .CL‘3

Nyni zkusime rozvinout ¢itatel do tfettho fadu. Dostaneme

2 2 (2 3 3 2
et _ging+3cosx = 1—|—(Jc2+;1:)+(x ;—‘m) +(x :—)l)—'x) — (w — 9;)4—3 <1 - ;) —4+4o0(2?) =

3 3 3 4
= 2% + % + % + o(z?) = gx?’ + o(z?).

Hledané limita je tedy rovna

2 .
y e“ T —sinx +3cosx—4 4
im = _.

x—0 $3 3
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x? : 2
-1 _

(o) L (e )(smx. 456)

z—0 (COSI‘ — 1)2 sin- T

Reseni: Podle zékladnich limit

. sinzx . cosx —1 1
hm = 17 1m 72 = ——
x—0 X x—0 x 2

muZeme ihned psat (existuje-li limita napravo), Ze

lim (e — 1)(sinx'—4a:)2 — lim (e — 1)(81;1.%.' - x)zi — lim 4. (e*” —1)(sinz — z)2
=0 (cosz — 1)2sin*x z—0 (%) sin_z 8 20 x8
x X

A nyni rozvedme ¢itatel.

er71:1+x271+0(x2):1:2+0(x2)

73 3 76

sinz —z=2—"— —x+o(z®) = m——Fo(:vg) — (sinz — )% = = + o(z)
6 6 36
a dohromady dostaneme
2 2 :.ES 8
(e —1)(sinzx —x)* = — + o(x°)
36
Odtud vyplyva, ze
2 .
m4. & ZDEne—2)? g tol®) 1
z—0 8 z—0 8 9
T -z _ 9
(h) im S0 =2 50
z—0 x
ReSeni: Protoze plati a® = e*!"¢ je
22
a® =e"M* =1+ zlna+ glnza—i— o(z?)
22
a P =e "M =1 _glna+ alnga + o(z?)
a dostavame
i a*+a -2 i 1+:Ulna—|—%?ln2a+1 —xlna—i—z—?ana—Z—l—o(xz) g
z—0 x2 250 x2 N ’

1/1
i) lim — [ — — cot
Reseni: Funkei kotangens napiSseme ve tvaru podilu, pfevedeme na spole¢ny jmen-
ovatel a zkusime néjaky rozvoj.

1 /1 .1 /1 coszx .1 sinz—xcosxz
lim — | — —cotgz | = lim — | — — — =lim-+— =
z—=0x \ T z—=0x \x sinz z—0 1 Tsinx

Matematicka analyza 2, 2021/22, Kristyna Kuncovéa 3



Jmenovatel se chova jako z?sinz ~ z3, takZe zkusime &itatel rozvést do tietiho

fé,du 3 2
_ iy @ T 0lY) —2(l - o)
0 r2sinz
= lim $—§—?+0($4)_$+%?—|—0($4) =
0 x?sinz
x3 4
-+ o(x?) 1 =z x 1 1
— 1' 37 = 1. —_ - - 0 - .
200 2eine 250 <3 sinx + sinazo($)> 3 + 3
t —
) i 82
z—0r —SInx
Reseni:

Jde okamzité pomoci ’'Hopitalova pravidla. Taylor ale také ihned dava

3 3 o(z?)
. tgxr—=x . x°/3+ o(x) . 143 =5 1+3-0
lim =——=lim —————-=lim2- ——F - =2. ——— =2.
e=0x —sinz  e=023/6+o0(x3) 2m0 | .02 1+6-0
X
(k) lim 2(sinz — tgx) + 2°
a—0 (expz — 1)(exp(—x?) — 1)?
ReZeni:
Protoze 9
1 2?1
i SPETL gy, SR 2L
z—0 x z—0 —T )
plati rovnost (existuje-li limita napravo)
) 2(sinx — tgx) + 23 . 2(sinz —tgx) + a3
lim = lim =
a—0 (expx — 1)(exp(—22) — 1)2  a2—0 x - (—x?)?
coz, rozvineme-li ¢itatel do patého fadu, dava
3 5 3
_ fim 20w — L + £ — (z+ % + 22%) + 23 + o(2P) — im —22% 4 o(a) _ 1
z—0 20 z—0 20 4’
(1) lim 2arcsinx —tgx —

z—0 2sinx — arctanx — x
ResSeni: Napfiiklad z definice Taylorova polynomu mitzeme odvodit, Zze plati

3

arcsinx = = + % + Elﬁ + o(z9)
x3 6
arctanx:x—g—l—g—i—o(a: )

Odtud dostaneme

3 3 5 3 945 6
. 2arcsinz —tgr —x ' 2($+%+@$)—(33+%+%)—1:+0(1‘)
lim — = lim - - - . _
z—02sinx — arctanx —x  z—0 2(x_%+1xgo)—(CII—%-i-%)—x—i—o(xG)

3.5 2,5 5 1
— lim 20% 52° +o(@) g _ 1
- 1.5 _ 1.5 5y ~ =11 )
=0 oa® — =% + o(xd) ) 11
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1 — (cosz)n®
lim — 22
(m> a:lg% x3

Reseni: Citatel musime rozvést do tretiho radu. Plati, Ze

(COS x)sinz _ esinzln(cos x) _ e(z_§+0(l’3))'(1n(1—$2/2+0(a}3)) _
3
_ o= to(a?)(—a2/2to(h) _ ,—a®/240(?) _ | _ % +o(z®)
a tudiz _ ) 3
liml_(cozx) :hml—(l—xéQ—ko(az )_ 1
z—0 X z—0 €T 2
Odhady

2. Pomoci Taylorova polynomu 1. stupné urcete ptiblizné hodnoty nésledujicich vyrazi (a
porovnejte s kalkulackou)

(a) Ve (c) (1,04)4 (e) arctanl,1
(b) arcsin0,2 (d) In(1,02) (f) sin(—0,22)

Nekteré priklady mame odsud: Sbirka z mat. analyzy Zemanek Hasil:

https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js12/m_analyza/web/index.html
3. Vypoctéte pribliznou hodnotu ¢&isla e s chybou mensi nez 0, 001.
4. Pro jaké hodnoty plati pifiblizny vztah cosz =1 — % s presnosti 0,00017

5. Uréete maximalni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0,9; 1, 1) funkeci
arctan x Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé xg = 1.

6. Pomoci Taylorova polynomu pro n = 3 uréete pfibliznou hodnotu ~+/30.

7. Uréete hodnotu cos 1° pomoci Taylora 3. stupné.
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I. 7. DIFERENCIAL FUNKCE A TAYLOROVA VETA 357

, 3 (308) Uzitlm Maclaurinova polynomu vypottéte pfibliznou hodnotu ¥isla e s chybou mens{ ne3

0, 001.
Resent:
Z Ptikladu 305 vime, e plati
x x o et
g n+l
e* +x+2-§-3,+ e — +—~—-—-[ _H}x
co¥ pra x = 1 ddvé
e= I+x+1+]+ +1 _____e‘
= 3! [n + 1)

kde & € (0, 1). K tomu, abychom doséhli chyby men§£ neZ 0, 001, musime vyFedit nerovnici
et

(+¥Ji<00001|protoie£e ©on] = = < 0,0001 =

(n+1)
= 300<n+1)! = n>5

Proto musime pou¥{t Tayloriv polynom alespoit 3estého stupné, tj.

e..t+l+}+;|+1+;,+] »..2718(}55556

privtam-—— ¥

Petr Zemdanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil




358 I. DIFERENCIALNI POCET FUNKC! JEDNE PROMENNE

309) Pro jaké hodnoty x platl pFiblizng vztah cosx = 1 — X s p¥esnosti 0, 00017
Lf ( j y x platl p 9 3

ReZeni:

Z P¥kladu 307 pro n = 2 vime, Ze platl
2
2t

kde Ry(x) = X522 a £ le2{ mezi 0 a x. Z omezenosti funkce cosx plyne, %e

cosx = 1 — = 4 Ry(x),

x*cos&| lcos&lx*  x?
% (= 18 -2

Musime proto vyfefit nerovnici
4

; 2
57 $0,0001 = x*<0,0004.

Reden(m tedy je x € (—v/0, 0024, v/0,0024] = [—0,222,0, 222}, 1j. |x| < 0,222 = 12°30".

e

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ xzemane?



352 I. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEONE PROMENNE

(303) Urtete maximalnl chybu v aproximaci z Pikladu 302, kde x € (0,9:1,1).

Regent:
Chyba je urtena virazem

6e1—2
Ra(x) =gz§—+w(x"ﬂl‘ O?<E<,,

Musime tedy vhodné omezit viraz |Ry(x)| a tak urtit maximaln{ chybu aproximace. Nejd¥ive
se zaméfime na titatele, {j.

682~ 2| [la+bl < lal+bl| <6lEF+2<6-1,17+2=9,2.
Jmenaovatele omezime takto
|6(62+1)°| =6 (82 +1)” 210,86, nebof jisté plati £2 41> 0,92 +1 =1, 81.

Proto nyni miizeme psat

Relo)l = | =2 L1 — 1) < 225 tx— 1) < 0, 8526 -0, 1% = 0, 00085 < 0, 0009,
6(E2+ 1) ~ 10,86 =3 ! X t
Maximélni chyba aproximace Taylorovgm polynomem druhého stupng je 0, 0009.

B —
S——

T

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane?



I. 7. DirerenciAt FUNKCE A TAYLOROVA VETA

359

& (310) Pomoci Taylorova polynomu pro n = 3 urfete piblizng& ¥/30.

Reseni:

UvaZujme funkci f(x) = /X a poloZme xo = 27. Vypotteme funkn( hodnotu a viechny

potfebné derivace v bod¥ x, tj.

f(x) = ¢x S 3,

(%) =

fﬂ {x) —

1
3vx?

2 Xp 3)_7

H'2—71

”(x) =

9 2187
10 xg=17

Nyni miiZeme vypotitat p¥ibliZnou hodnotu

I Imar

il 10
m53+%—3+—?ﬁ-3z+136@-33é3,10725.

.

Petr Zemanek & Petr Hasil

http://user.mendelu.cz/hasil



360 |. DIFERENCIALNI POLET FUNKCI JEDNE PROMENNE

2 (311) Pomoci Maclaurinova mnohollenu tetiho stupns, vyjddfete hodnotu cos1° (visledek
' uvedte na 6 desetinnych mist).

Egsgni:
Z Ptikladu 307 vime, Ze plat(

x2
cosx=1— 5
proto abdriime
cosl® = cos% =1 l_;& = (), 999847.

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://wuw.math.muni.cz/"xzemane?



Bonus

8. Urcete, zda je pravda: Ma - li funkce derivace vSech radt a Taylorova fada konverguje,
tak uz konverguje k pivodni funkci.

Reseni: Nikoli. Uvazujme funkci

fz) =

6_1/5"’2, x # 0,
0, z = 0.

Pak Tﬂ:’o = 0 pro v8echna n € N. Tedy Tayloruv polynom aproximuje funkci pouze v 0.

9. Zjistéte, pro ktera C' € R méa funkce f(x) = cosxz — e~/ 4+ Cz* lokalni maximum v
bodé 0.

10. Zjistéte, zda je 0 inflexnim bodem funkce sin x + sinh .
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459 6. TAYLORUV POLYNOM

()

kde ¢ je funkce spliujici limy—o £3* = 0. Polozme

1)
=" o= e, nen i
Protoze b, € (—1,1) pron € N\ {1}, plati
_1\n
log(1+( ))zbn+cn, neN\{l}.

Rada > by konverguje pro kazdé a € (0, co) podle Leibnizova kritéria (V¢-
ta 3.3.1). Dale diky Vété 4.2.16 plati

lim S lim (1 + (p(bn)) = 1.

1 > 2
n—-o0 — n o0
n2a bn

Tedy dle Vety 3.2.5 atada ) ¢, konverguje prave tehdy, kdyz konverguje
fada 3~ -1 —3- To ale nastane pravé tehdy, kdyz o> 5 (Vlz Véta 3.2.18).

Plat{ tedy > an, = Y (bnp + cpn), pficez ) by Vzdy konverguje a ) ¢y
konverguje pravé tehdy, kdyz @ > 1. Rada Y"a, tedy konverguje pravé

tehdy, kdyz o > %

Fy
6.4.12. Priklad. Zjistéte pro ktera C € R ma funkce
f(x) =cosx —e~ x7+Cx x eR,
lokalni maximum v bodé 0.
Resend. Symbol 0 uvazujeme pro x — 0. Diky 6.2.3 2 6.2.1 mame
2 4 6
cosx—l—%—{—%—z—'—l—o(xG) a
2 ¥2 x4 «6
T =1 -4+ - 6
¢ 2 T Tag T
Tedy
12C —1 14
_ .4 6 6
fx)=x ( 12 )—l—x (6')+0(X ).
Ozna¢me ¢ = 121Cz L JelliC > 12, tj. ¢ > 0, mame
14
f(x) =x* (c + ol —x%+ 0(x2))
Protoze limy ¢ (c + % x2 + o(xz)) = ¢, existuje § € R, § > 0, takové, ze

ACY)

x4

> 5 x € P(0,6).



O

6.4. POCETNI PRIKLADY K TAYLOROVU POLYNOMU 453

Tedy f(x) > 0prox € P(0,6). Jelikoz f(0) = 0, ma v tomto ptipadé funkce
f v bodé 0 lokalni minimum.
Obdobné odvodime, ze pro C < é ma f v 0 lokalni maximum.

Je-li € = {5, dostdvame

14 14
f(x) = —x® 4 0(x®) =x° (— + 0(1)) :
6! 6!
Zcela analogickou tvahou jako vyse obdrzime, ze f ma v 0 lokalni mini-
mum. s

6.4.13. Priklad. Zjistéte, zdali je 0 inflexnim bodem funkce
f(x) =sinx +sinhx, x €R.

Reseni, B&hem vypoctu budeme symbol o pouzivat pro x — 0. Pro funkci
plati
f"(x) = (cosx 4+ coshx) = —sinx + sinhx, x eR.
Plat9 tedy f”(0) = 0. Jelikoz sinhx = % (e* —e™), mame diky 6.2.126.2.2
vztahy
x3 X

: _ o o 5
sinx = x 3l + 5 + o0(x7),
1 > xn > (—x)"
: _ 5 — 5
SlnhX—§(<E H'FO(X ))—(E T+0(X )))
x3 X 5
:x+¥+§+0(x ).

Dostavame tak
3
() = 2 £ o(x%) = x32 + 0(x2)).

3!
. ”
Z tohoto vztahu dostdvame lim,_.¢ fx(;‘)

takové, ze % > 1 prox € P(0,0). Plati tedy, ze f”(x) < 0 prox € (—6,0)
a f”(x) > 0prox € (0,8). Podle Véty 5.5.19 ma f vbodéOinflexnibod. &

= 2, a tedy existuje § € R, § > 0,



