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Matice ve vySe uvedeném vzorci se lisi pouze ve vyznaceném k-tém sloupci.

11.4.5. Priklad. Jsou dany vztahy
exp(u/x)cos(v/y) =

&I*

exp(u/x)sin(v/y) = E
Dokazte, ze vztahy definuji na okolibodu [1, 1, 0, ] funkce [x, y] = u(x, y), [x, y] =
v(x, y) tiidy C*. Spoctéte parcialni derivace u a v v bodé [1, 1].

Reseni. Definujme F: R>*2 — R2 jako F = (Fy, F), kde

Fi(x,y,u,v) = exp(u/x)cos(v/y) — %

Fy(x,y,u,v) = exp(u/x)sin(v/y) — %

Pak F je tiidy C* na (0, 00) x (0,00) x R xR a F(1,1,0, §) = [0,0]. Ddle mame
1ty

(83% 33%) _ (% exp(u/x)cos(v/y) —5 exp(u/x)}’s(v/y))
[x,y,u,v]=[1,1,0, %] [x,y,u,v]=[1,1,0,Z]

L Lexp(u/x)sin(v/y)  Lexp(u/x)cos(v/y)

X

1 1
1 1 ’

V2 2
3F1(1’170’ﬂ.’) 8F1(1’1’0 71')
¥ (1,1,0,2) 222(1,1,0,7)
Diky Véte 11.4.3 tedy existuji na néjakém okoli U bodu [1, 1]) funkce u,v: U — R
tiidy C* splnujici

Fi(x,y,u(x,y),v(x,y)) = Fa(x, y,u(x,y),v(x,y)) = 0.

Derivovanim téchto vztahti podle x dostavame

LT

o X —u . 1 dv _
exp(u/x)T cos(v/y) + exp(u/x)(— sm(v/y);g) — E =

a tedy
=1#£0.

o

0x X U : / la_v — 0
exp(u/x)x— sin(v/y) + exp(u/x) cos(v y)y ax) =

Dosazenim x =y = 1, u(1,1) = 0av(l, 1) =  dostaneme soustavu

ou 1 1 dv 1
5(1,1)3—75(171) =5
8”(1 L P,y =o,

ffa
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jejimz fesenim je

ou I v 1
(1.1 = - Z(1.1) = —=. —_—
Bx( D 2’ Bx( D 2 <
‘ Vypocet parcialnich derivaci g—;(l, 1)a g—;(l, 1) by prob¢hl obdobné. *

11.5. Lokalni extrémy funkce vice proménn)'rch

11.5.1. Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, M C P,a € M a f je funkce
z P do R splnujici M C D(f). Rekneme, Ze f nabyva v bod¢ a svého maxima
(minima) na M, jestlize plati
VxeM: f(x) = fla) (f(x)= f(a)).
Rekneme, ze f nabyva v bod¢ a svého lokalniho maxima (lokalniho minima) na
M, jestlize existuje takové § > 0, Ze
Vx € Ba,s)NM: f(x) = fla) (f(x)= f(a)).
Rekneme, ze f nabyva v bod¢ a svého ostrého lokalniho maxima (ostrého lokal-
niho minima) na M, jestlize existuje takové § > 0, zZe
Vx € (Ba,8)NM)\{a}: f(x) < fla) (f(x)> f(a)).
11.5.2. Poznamka. Nechtn € N, G C R” je oteviend,a € G,h e R”, f: G - R
a f € €%(G). Nalezneme § > 0 spliiujici @ + th € G pro |t| < § a definujeme
funkei g: (—6,8) — R predpisem g(t) = f(a + th). Potom g’(0) = f'(a)(h) a
g"(0) = f"(a)(h.h).
11.5.3. Véta (nutna podminka existence lokalniho extrému). Nechtn € N, G C
R” je oteviena,a € G ai € {1,...,n}. Necht funkce f: G — R mav bodé¢ a lokalni
extrém. Potom bud 8an’_(a) neexistuje nebo g—){;(a) =0.

Dikaz. Polozme g(1) = f(a + te’). Pak ma g v bodé 0 lokéln{ extrém, a tedy g’(0)
bud neexistuje nebo je rovna 0. Odtud plyne tvrzeni. [ ]

11.5.4. Véta (elipticita positivné definitini kvadratické formy). Necht n € N a
0: R" — R je positivné definitni kvadraticka forma. Potom

e >0VheR": Q(h) > ¢|h|>.
Diikaz. Jest

n n
Q(h) = Zzaijhihj, h e R",
i=1j=1
provhodnaa;; e R,i,j e{l,..., n}, a tedy je zobrazeni Q spojité na R"”. Oznac¢me

S ={heR" ||all =1}

e =1nf{Q(h); h € S}.
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Reésend. (a) Necht [x, y, z] spliiuje rovnici z = x + arctg -%+. Pokud y =0,z = x a
pravé strana rovnosti neni definovana. Tedy y # 0. Jelikoz z — x = arctgz23, je
Z—XE€ (—% %) Proto
=(z—x)tg(z—x)>0
(funkce u tgu je kladna na (—% Z).
Derivujeme-li rovnost z = x + arctg Z%x podle x, dostavame

Y1)
(z2—x)2+y2
Upravou obdrzime
@z =x)+ 92+ ) =@ =2+ >+,
tj. zx = 1 (diky pfedchozim tvahidm vime, ze (z — x)* + y? + y > 0).

(b) Necht [a, b] € R? spliiujici b > 0 je ddno. Uvazujme funkei f(z) = —z+a+
arctg z%a. Pak f je spojita na (a,o0) a spliuje lim; ., f(z) = 7, lim; 0 f(2) =
—oo. Existuje tedy ¢ € (a,00) splnujici f(c) = 0. Uvazujme nyni bod [a, b, c] a
funkci F(x,y,z) = —z + x + arctg ;%;. Pak F(a,b,c) = 0, F je tiidy C* na
néjakém okoli [a, b, c] a

oF b
abehy=—1-—2 <o
az (40 €) c—ap+b2 ~

Dle Véty 11.4.1 existuje pozadované okoli bodu [a, b, c] a piislusna funkce z. &

11.8.32. Priklad. Ukazte, ze existuji funkce v = u(x, y) a v(x,u) definované na
né&jakém okoli U bodu [1, 2], které jsouna U tiidy C?, spliujiu(1,2) = 0,v(1,2) =0
a plati pro né rovnice

xe' TV 4 2uv =1, ye' TV — “ = 2x.
14+v

Dale vypoctéte u'(1,2) av'(1,2).
Resend. Uvazujme bod a = [1, 2,0, 0] a funkci

F:lx,y,u,v] —~ [xe’”” +2uv —2,ye*7V — " —2x] .
1+v

Pak F(a) = 0, F je tfidy C* na n¢jakém okoli a a plati

8F1 (a) BFl (a) xeu+v + 27.) xeu"rU + 2u
8F2 an T u—v 1 oU—Y
Z2(a) Z(a) ye o V¢ + (1+v)2 [x,y.u,v]=[1,2,0,0]
1 1
1 -2

Jsou tak splnény predpoklady Véty 11.4.3. Existuje proto okoli U obsahujici [1, 2]
a V obsahujici [0, 0] takové, ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €
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V spliujici F(x,y) = 0. Ozna¢ime-li slozky ¢ jako u(x,y) a v(x,y), dostavaime
pozadované funkce tiidy C*° na U.
Derivujeme-li nyni vztahy

xe® TV 4 2uv—2=0
(11.32)

u
¥=v _ —2x =0
ye 1—|—‘U X

podle x, dostavame
TV 4 xe TV (uy + vy) + 2u v + 2uvy =0

ye' " (ux — vx) (ux(l +v) —uvy) = 0.

 (1+0)?
Po dosazeni [x, y,u,v] = [1,2,0,0] mame systém

Uy + 0y = —1

Uy — 20, = 2,

jehoz fesenim je ux(1,2) = 0avyx(1,2) = —1.
Zderivovanim (11.32) podle y dostaneme

xe" P (uy + vy) + 2uyv + 2uvy = 0

u—v

e" U 4+ ye" U (uy —vy) (uy(1 +v) —uvy) =0.

1
(1+v)?
Po dosazenf mame rovnice
uy + vy, =0

yy —2v, = —1.

Reéenije uy(1,2) = —% avy(1,2) = %
\ Proto u/(1,2) = [0,~3] a v/(1,2) = [-1, 3]. A

11.8.33. Priklad. Dokazte, Ze existuji funkce z(x, y), t(x, y), které jsou t¥idy C*
na néjakém okoli U obsahujicim [1, —1] a splnuji rovnice

1
W4y s? =0 xty+z-1-2=0.

spolu se vztahy z(1,—-1) = 2, ¢(1,—1) = 0.
Spoctéte z(1, —1).

Resend. Uvazujme bod a = [1,—1, 2, 0] a funkeci

1
F: [x,y,z,t]|—>[x2+y2—§z2—t3,x+y+z—t—2i|.
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Pak F(a) =0, F je tif{dy C* naR* a plati

@) Yl@| |-z -3
AF OF -
@ ) b= aaenm12.0
-2 0
= =2.
1 -1

Jsou tak splnény predpoklady Véty 11.4.3. Existuje proto okoli U obsahujici [1, —1]
a V obsahujici [2, 0] takové, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €
V splnujici F(x,y) = 0. Oznac¢ime-li slozky ¢ jako z(x,y) a t(x,y), dostavame
pozadované funkce tiidy C* na U.

Derivujeme-li nyni rovnice

1
x2+y2—§zz—t3=0
x+y+z—-1t-2=0
podle x, mame
2x — 225 =311, =0
* * (11.33)
14+ 2zx—t =0.
Po dosazeni [x, y, z,t] = [1,—1, 2, 0] dostavame soustavu
-2z, =0
Zx —Ix = —1,
jejimz fesenim je z,(1,—1) = L atx(1,—-1) = 2.
Zderivovanim podle y dostavame
2y — 22y =317, = 0
1 + Zy - ly - 0
Po dosazeni obdrzime z,(1,-1) = -1, #,(1,—-1) = 0.
Obdrzené vztahy znovu zderivujeme podle x, y a (11.33) podle y a dostaneme
2 —(2x)% — 22xx — 61 (1) = 3t% 1 =0

Zxx —Ixx =0,

2 —(2y)* — 22yy — 6L(ty)* — 3t%tyy, = 0

Zyy —lyy =0,

—ZyZx — Z2xy — Ottty — 3%ty =0

Zxy —Ixy = 0.
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Po dosazen{ vyjde zxx(1.—1) = fxx(1,—=1) = 1, 2y, (1, —1) = 1,,(1,—1) = 1 a
Zxy(1,=1) = 1xy(1,=1) = 3. Tedy

1 1
2", =1): [h1, ha] Ehf + hihy + zhg.

11.8.34. Priklad. Ukazte, Ze rovnice

x=u+v2, y=u2—v3

definuji na jistém okoli bodu [3, 3] funkce u(x, y), v(x, y) tiidy C*°, které splnuji
u(3,3) =2,v(3,3) = 1. Spoctét zxy(3,3), pokud z = 2uv.

Reseni. Uvazujme bod a = [3,3,2, 1] a funkci
F:x,y,u,v]—~ [x—y—vz,y—u2+v3].
Pak F(a) =0, F je ttf{dy C* naR* a platf

il
Gi@ Fr@| | -1 -2
oF: JF
W@ @] |2 3 s
-1 -2
= = —11.
—4 3

Jsou tak splnény predpoklady Véty 11.4.3. Existuje proto okoli U obsahujici [3, 3]
a V obsahujici [2, 1] takové, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y = ¢(x) €
V splnujici F(x,y) = 0. Oznacime-li slozky ¢ jako u(x,y) a v(x,y), dostavaime
pozadované funkce tiidy C* na U.
Vzhledem k tomu, Ze
Zxy = 2 (UxyV + Uy + Uy Vx + UVxy), (11.34)

potfebujeme vypocitat jednotlivé derivace u a v. K tomuto ti¢elu derivujeme rov-
nice
u+v?2=x
W —vd=y
podle x a podle y. Dostaneme tak systémy
Uy +2vv, =1

2uuy — 3v2vx =0

Uy +2vvy, =0
2uuy — 3v2vy =1.

Po dosazenf mame

3 4 2
ux(3,3) = H,vx(3,3) = ﬁ,uy(3,3) = vay(3v3) =——.
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Dal$im derivovanim obdrzime soustavu
Uyx + 2050y + 200y, =0
25ty + 2Utlyy — 60UV, — 3070y = 0,
jejimz feSenim po dosazeni je

224 68
uyx(3,3) = m, ny(3,3) = —m.

Diky zaménnosti parcilnich derivaci miizeme dosadit do (11.34) aobdrzet zx,(3,3) =
l 2. Fs
11.8.35. Priklad. Necht C'-funkce u: R? — R spliiuje rovnici
Xuy — yuy = 0.

Zjistéte, jakou rovnici splituje na R? funkce u*(r,a) = u(r cosa,rsina), (r,a) €
R2. Vysledek pouzijte k nalezeni né¢jakého nekonstantniho feseni ptivodni rovnice.
Reseni. Pomoci Véty 11.2.18 mame

Uy = Uy COSU + Uy sina

u

QR % N %

= uy(—rsina) + u,(r cosw).
Vyjadiime ux a u, a dostavame
* . *
—FUx = —T COSQU, + SINUU,,
ruy = rsinou, + cosau,,.
Pro r # 0 tak plati

—Uy = —cosau, + —sinau,,
r

s ] *
Uy = SINOQU, + — COSUU,,.
r
Tedy pro r # 0 plati
—_— —_— 1 —_— *
0 = xuy — yuy = rcosuy —rsinau, = ru,.

Tedy u} = 0 naR?\ ({0} x R). Jelikoz je u* tiidy C', plat9 tato rovnost na R?.
Nynf stadf zvolit funkei nezvislou na «, napiiklad u*(r,«) = r2. Pak u(x, y) =
x? + y2, [x, y] € R?, je nekonstantn{ fedeni zadané rovnice.
»

11.8.36. Priklad. Necht C?-funkce u: R? - R splnuje Laplaceovu rovnici
Uxx + Uyy = 0.

Zjistéte, jakou rovnici splnuje funkce u* (r, o) = u(r cos @, r sin @) namnoziné (0, 0o) x
R.



ResSeni:

1.

Oznaéme F(x,y) := x°+y®*—2xy a A := [1,1]. Existence a hladkost zadané funkce
plyne z Véty 1 — podminky ovérime vypoctem.

Prvné si uvédomime, ze F(A) = 0. Nésledné derivujeme:

ax
OF 9
g(x,y) = 3y~ — 2x.

Po dosazeni dostdvdme %(A) =1 # 0, a tedy jsou predpoklady Véty 1 splnény.
Déle Z(A) = 1.

Pro vypocet prvni derivace funkce y mtazeme dosadit do vzorce z véty, tedy

a‘y 6x (x y(x))
G_(x) = -
X ay (x y( ))
_ 3 -29(x)
C o 3y%x) -2
Po dosazeni dostaneme y,(1) = y'(1) = —1. Pro vypoclet druhé derivace musime
derivovat:
@(x) _(6x — 29, (x))(3y2(x) — 2x) — (3x? — 2p(x))(6y (x)y.(x) — 2)
ox* (392%(x) — 2x)

Po dosazeni

6+ 2)(3—2) —(3—2)(—6 —2)

G op = -16.

yxx(l) ==

. Prvni dvé rovnice jiz uréuji funkce x(u, v) a y(u, v) definované na néjakém okoli

bodu [5, —7] — viz Véta 2. Zderivujme prvni dvé rovnice podle v (budeme pséat x
misto x(u, v) a x, misto —(u v), obdobné pro funkeci y):

0 = Qxxv + 2373/‘;:
1 = 2xx, — 2x,¥> — 4xyy,.

Dosadime-li za x a y, dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamgych:

2 410
-6 -8|1

Resenim je

W =N



Dobredefinovanost funkce z,, by plynula z Véty 2, kde bychom museli uvazovat
soustavu tri funkci o péti proménnych. Nicméné na to se nds uloha neptd. Deri-
vaci funkce z spo¢itdme pomoci retizkového pravidla. Necht f(x, y) = log(y? —x?).
Pak z(x,y) = f(x(u,v),y(u,v)) a

Z(uv)_6f6x+6f8y_
VT x 8y dy Oy
—2x 2y
=y2— sz+y2_ 28y
kam dosadime jiz zndmd ¢isla (x =1,y =2, x, = —; ay‘,:%)
-2 -1 41 2
o5, 7)== "2, * 2 _ 2
w0 M= 35 " 71273

. Zde mdme soustavu dvou funkci o 4 nezndmych, coZ mizeme zapsat treba takhle

(-3 =) _ (0
Flx,y,z,1) := <x+y+z—t—2 ~\0/°

Chceme (samozrejmé) pouzit Vétu 2. Trividlné F[1, —1,2,0] = 0, a funkce F je
ziejmé hladkd az na padu (tj. F € G®(R*)). Zbyvd podminka s determinantem.
Pocitejmez:
%1(1,-1,2,0) %:(1,-1,2,0)
%22(1,-1,2,0) 22(1,-1,2,0)

-2 0
1 -1

—z =3t
1 —1

=‘ ':2#0.
z=2, t=0

Tedy existence vhodnych okoli a funkei z a f je zaruc¢ena Vétou 2. Navic jsou tyto
funkce nekonec¢né hladké.

Pro vypocet druhych derivaci je nejjednodussi zderivovat zadané rovnice. Nej-
prve podle x. Pro jednoduchost znaéme z = z(x,y) a z, = z.(x,y) = g—i(x,y),
obdobné pro f a jiné parcidlni derivace. Dostaneme

ox — zz, — 3t’t, = 0,
1+2z, -t =0.
To je soustava linedrnich rovnic, vyresenim dostaneme

, _2x—3t2
324 7

T
V zadaném bodé pak (z(1, -1) =2 a t(1, 1) = 0)
z.(1,-1) =1,
t.(1,-1) = 2.
Nds ale zajimaji druhé derivace, tedy pocditejme:

(2 — 6t1,)(32 + z) — (2 — 3t2)(6tt, + z2)
(3t2 + z)

Zxx



6

u=/&4(xg\+w'l A

-y

Vv = <€

E‘l'{[l“lvj - I-— {(((4(0\]

*—L‘ 0
Aot x (up) | 4 ( w) x (1o =4
‘é(ﬁo) =1
(2)
B = A (¢
* J rem g Bltrao) = o +4 -4 =0
E = *N 2
4 €- "3 -lv Ry . %< A Bopwp Y
VA G - Q;( 44,40 )
<
&) k1 /I /g A \eoks” !
~A, — sy
X d x4 ' , A 1 )
:‘J fo
&f}a/dk §6/3,1 A =i
ex-\ KoY Qg
N
da e oAle '
A
z — I 3
x:}_ ( PYY; ?}% K) + E vy V)
_ st X <
4= 7% -0) ~2yd -
V ohede xey 4sAd usq =0 wia) Wk
¢ vy . _}_'Q N Y
0= § "m > TW S W N .-
d x 3Y ;’ 2w g &5 Y
A = > 2 » -1 - 3V



r
o- (E ) 2y g
V ooty
I I SRS
o g~ 4“'/"?;"1%
@) delowuyye

s ' \ g
8‘ ('% *”‘O-Jw.pl %; &(Qrb) &9 C% L 50‘% fram SM
e ‘Lwa(f hwo) 3‘04-_ otid oo -

bu (’e(zh"&c\ = O-el( - %/2\2(



&) w = Au( x%u) - Axy

) Lxl'diulvj = [4| O{D; .{j
vy < e’(iﬁug v

.-((H[U) { %(Q[V)
2l y) = anchw -i—

g"b (wv)y = 2 X(uivy, 3("“'5)
2 gqg

2
?u (b4) = -

@) Tk ee®(s) Gtis,,/e(qom, 1)

Et = /&K/X?Paﬁj ‘_61,44 .
F;'l - e Q-;'v*llé F?X.Z -y
(@) B (40004)= tug - 20-0 =0
Fa se'eu0 t4-4 =0
CS) é_‘:_f J Fy
L 4 X 3 2~ hooS:
Ax ¢ 2
ryw 4L ax A 20 o= %
o) e ‘A | =2 40
éj“g %FL 0 - 2 e
Ix S—g
] 9
e)(hw*x‘a exwug i ZUJJ adiud R ALy a L&(uabj
G’) éce A Lo (Vi }%
A é"‘ L %'3 ~ Q.a_x _ aKm
A = FT; 07\)‘;& &*\ &ullé IA
=
0O = ox : X —
€ 3 %ﬁug.; e oh% g:i A XN ¥
A~ hods:

}x‘i__.

h h -SLL 2e-~4
A= 2E _a;‘i I =e 3~ 243
Iy




(S) -:)—-é - ___j__———-—— ) [4' __,{' ix '
X du
S A
Fetack,
A Rode x=A Y4y=0 u=0 v=A~"

39

qu Ze-4

(bw"y?h«n ﬁel.":.:)}‘obuf b bl fo @1)

(Ot{) = /f‘o '"‘/f:-——e_.. & /f, A-



8

. 37

f 1
X4 1Y4)
Reseni. Podotknéme, Ze je evidentni, Ze funkce f je nezdporna a nuly nabyva pouze v bodé (0,1), kde tedy nabyva
globalntho minima. Pojd me nicméné vy3etit existenci extrémii standardnim postupem. Funkce f je definovana na R?.
Parcidlni derivace

of af
= = — =2(y—1
3 = 20 5 (y—-1)
jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totdIni diferencidl. Jediné body podezfelé z lokdlnich extrémi jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou obé parcialni derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemtize mit extrém. ReSenim rovnic
2x:D, Z(y—]):[]

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1), kde, jak uZ jsme zminili funkce zfejmé nabyva globalniho minima.
Nemusime tedy vySetfovat definitnost matice druhého diferencidlu (navic bychom tak dostali pouze informaci, Ze jde o
lokalni minimum). )

{":813»\" |[U1oha L64. flx,y) =22 = (y-1)

\

o

Regeni. Funkce f je definovéna na R?. Parcialni derivace

U=

of _
ox

dy
jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totalni diferencidl. Jediné body podezielé z lokélnich extrémi jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou obé parcidlni derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemiiZe mit extrém. Re§enim rovnic

x!

-2(y—1)

=0, -2(y-1)=0

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1). Oproti pfedchozi tiloze neni automaticky vidét, zda se v tomto bodé
nabyvé extrému. VySetfime tedy definitnost matice druhého diferencidlu, tj. matici

(£ %)

Urteme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Mame

.. 8. . HBf  RE.
axz 7 a7 dyox ~ oxdy

Matice druhého diferencidlu (v bodé (0,1)) m4 tedy tvar

(5 %)

ajeji hlavni determinanty jsou Dy = 2 > 0, D, = —4 < 0. ProtoZe druhy hlavni determinant (tedy determinant celé matice)
je zdporny, je matice druhého diferencidlu indefitni, extrému se tedy v bodé (0, 1) nenabyva. Funkce f tedy v Zddném bodé
nemad lokéIni extrém.® 0

Uloha 1.65. f(x,y) = (x —y+1)?

Resent. Je vidét, Ze funkce f je nezdporna. Ve vsech bodech piimky x — y +1 = 0 tedy nabyva globalntho minima.
PfesvédEime se, Ze jiné extrémy funkce f nemd. Parcidlni derivace jsou

o - o _ o(x-

3 = 2(x -y +1), = 2(x —y+1).
Je zjevné, Ze obé parcidlni derivace jsou nulové pravé v bodech zminéné pfimky. V jinych bodech se tedy extrému ne-
nabyva. O

UlohaL66. f(x,y) =x* —xy+y* —2x+y

Reseni. Funkce f je definovana na R2. Jeji parcialni derivace jsou

. of _
5}—2x—y~2, W x+2y+1.

Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy
2x-y-2 = 0
-x+2y+1 = 0.

%) Ulohu lze opét fesit i pomoci ivah. Pokud x # 0, pak malym zvétSenfm absolutni hodnoty x se funkéni hodnota f zvétsi, zmensenim
zmensi, takZe v bodech, kde x # 0 se nemtZe nabyvat extrému. Z podobného dtivodu nepfichazi z hlediska extrému jind moZnost, nez
¥ = 1. Nicméné ani v bodé (0, 1) se nemfize nabyvat extrému. Malym posunem hodnoty y se funkce f dostane do zapornych, zatimeo
malym posunem hodnoty x do kladnych hodnot.



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Obr. 6.1.2

Jf:} Piiklad 6.1.2. Urcete lokaln{ extrémy funkce

| fay) =T 4 a).

Reseni: Funkce je definovand na celém R2.

1. Uréime parcialni derivace prvého fadu:

% = e":'”z‘?"2(—2:1:)(23;2 +T)+ e~ Vor — -2:1".0”2‘3‘2(23;2 it — T
ﬁ _ epdag®r e B 2 . —zPeyPro.2 | 2
9 =g (=2y)(2y~ + ) +e 4y = —2ye (2y° + 2 — 2).
—— : .. . OFf af
2. Parcialni derivace polozime rovny nule, tj. 3z = 0, 5{; = 0. Dostaneme

tak rovnice pro stacionarni body funkece f,

—2xe~ ="V (2% + 22 — 1) = 0,

2y V(2% + 2% — 2) = 0.

. * rd Id - - # pa—" 2_ -2 . o = L
3. Rovnice pro stacionarni body vytesime. Vyraz e =¥ je vzdy ruzny od nuly

pro libovolné z, y, mizeme jim proto obé rovnice vykratit,

z(2y: +22-1) =0,

y(2y +22-2) =0.

el
ol * ok



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Polozime-li v prvni rovnici z = 0, dostavame ze druhé rovnice y(2y? — 2) = 0
fesen{ y = 0, y = +1. Ziskali jsem tii staciondrnf body A; = [0,0], Ay = [0,1] a
As = [0,—1].

Polozime-li ve druhé rovnici y = 0, pak z prvn{ rovnice z(z? — 1) = 0 plyne
feseni ve tvaru z = 0, z = %1. Staciondrn{ bod A; = [0,0] jsme jiz vypocitali,
takze na zdkladé predpokladu y = 0 jsme ziskali dva nové staciondrni body, bod
A1, 0s ds =L, 10

Zbyva jestée provérit moznost, ze x # 0, y # 0. V tomto pfipadé FeSime

soustavu

A +2°—1=0,

2% 44? — 2=,

Jestlize obé rovnice od sebe odeéteme, dostavame rovnici 1 = 0, toto ale ne-
plati pro zadné z, y. Soustava nemé za tohoto predpokladu feseni. Zadny novy
staciondrni bod jsme neziskali.

Shrneme-li krok 3, vysledkem nasi snahy bylo uréeni péti staciondrnich bodu:
A =(0,0], 4, =[0,1], As = [0, -1], As = [1,0], 45 = [-1,0].

4. Uréime matici parcidlnich derivaci druhého réadu.

f &F
Oxz?  Ozdy
&= 7|, kd
dydx  dy*’
a2
g_z = (-2 + 42 (2% + 2 — 1) — 42?)e~=" "V,
H
a2
;rgy = dzye™™ V' (2y? + 2% - 3),
2 .
a(;gx = daye ™ V(2" + 27 - 3),
azf 2 2 i 9 _Ig_ 2

T I
- * oy



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

5. Do matice parcidlnich derivaci postupné dosadime staciondrni body (tzn.

z-ovou soufadnici staciondrniho bodu dosadime za promeénou z, y-ovou za y).

_ 2 0 -2 0 -2.0
QA1) = VQ(A2) = yQ(As3) = ' :
0 4 0o -3 0 -2
1 g 1
Q(A4) = o ].Q(4s) =
0 2 Qg 2
6. Urcime hodnoty Dy, D> a rozhodneme o charakteru extrémau.
Stac. bod A, D, D, extrém z = f(A;)
A; =[0,0] 2>0 & >0 | ostré lokdlni minimum z = 0
A;=100,1 |—-2<0| ¥ >0 |ostré lokdln{ maximum z = 2
Ag=1[0,-1] | -2 <0| ¥ >0 |ostré lokdlnf maximum z = 2
Ay =[1,0] —3 | =& <0 extrém neexistuje
As=[-1,0 | -2<0|-% <0 extrém neexistuje

V bodé A; mé funkce f ostré lokdlni minimum. V bodech A, A3 md funkce

f ostra lokdlni maxima. V bodech A4, A5 funkee f extrém neméd, Obr. 6.1.3.

Obr. 6.1.3

- L
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1. Posuzujme nejprve body na ose x s v¥jimkou poédtku. Na prstencovém okoli libovolného takového bodu osy x nabyvé x?
nezapornych hodnot a pro xy # 6 je pro dostatefng malé okoli bodu (xp, 0) hodnota vyrazu (6 — x — y) bud stdle nekladna
nebo stile nezdpornd (imto okolim miiZe byt napf. dvojinterval (xp — e/4,xp +¢/4) x (—¢/4,¢/4), kde e = |xy — 6]).
Ovéem na libovolném prstencovém okoli bodu (xp, 0) nab)’fvé yﬂ kladnj/ch 1 zépom)’zch hodnot, coz implikuje ze f nabyvé
pro xp # 0a xy # 6 na n&akém okoli bodu (xp, 0) kladnych i zdpornych hodnot, nemiize tedy mit v tomto bodé lokalni
extrém, nebof hodnota funkce f je v tomto bodé samozfejmé nula. Je-li xy = 6, nabyvéa funkce f kladnych hodnot na
Jtsecee” {xp} x (0,1) a zdpornych na ,isecce” {xp} x (—1,0), opét tedy na kazdém okoli bodu (6,0) nabyva kladnych i
zapornych hodnot. Ani v bodé (6,0) tedy nenf extrém.

2. Podobné nahlédneme, Ze funkce f nenabyva extrému v pogatku, nebof nabyva kladnych hodnot na mnoziné {0} x (0,1)
a zdpornych na mnoZziné {0} x (—1,0).

3. VySetfujme nyni extrémy funkce f ve zbylych bodech osy y. Opét, jestliZe yp # 6 a yp # 0, potom existuje okoli bodu
(0, y0) takové, Ze hodnota vyrazu 6 — x — i je na ném nekladna nebo nezdporna (timto okolim mtiZe byt nap¥. dvojinterval
(—&/4,+e/4) x (yo — /4, y0 + €/4), kde € = |yp — 6|). Stejné tak existuje okoli bodu (0, yp), kde je stale nekladny nebo
nezéporny vyraz y> (posloui libovolny krouZek, ktery neprotind pocatek). A protoZe koneéné x? je nezdporné &slo na
R? a prinik dvou okoli je okoli, dostdvame, Ze existuje okoli bodu (0, yp), kde funkce f nabyva pouze nekladngch nebo
nezdpornych hodnot.

Navic o tom, zda jsou tyto hodnoty nekladné nebo nezéporné, rozhoduje ziejmé znaménko vyrazu y>(6 — x — y). Je-li x
velmi malé a y # 6, je znaménko vyrazu (6 — x — y) stejné jako znaménko vyrazu (6 — y), tedy o znaménku f rozhoduje
hodnota vyrazu (6 — y), kterd je samozfejmé kladna pro y € (0,6) a zaporn4 jindy. Z pfedchozich tvah vyplyva, Ze
hodnoty funkce f na n&akém okoli bodu (0,yp) pro yp € (0,6) jsou nezdporné, a tedy funkce f ma v téchto bodech
(neostré) lokdlni minimum. Naopak, hodnoty funkce f na n&akém okoli bodu (0,yp) pro yo € (9,0) U (6, +00) jsou
nekladné, a tedy funkce f ma v téchto bodech (neostré) lokdlni maximum.

4. Zbyva vysetfit posledni bod (0, 6). Funkce f zde lokalni extrém nema. Jeji hodnota v tomto bodé je nulova, pfitom na
useéce (—1,0) x {6} nabyva f kladnych hodnot a na tseéce (0,1) x {6} zapornych hodnot. Na libovolném okoli bodu
(0,6) tedy funkce nabyva hodnot vétsich i mengich, neZ je hodnota funkce f v bodé (0,6). O

801 ,U Uloha L68. f(x,y) = x> +y> — 3xy

Reseni. Funkce f je definovana na R%. Spottéme jeji parcilni derivace. Méme

o =i ¥ =GR
= =3 -3y, ay_syz 3%

Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy

3x? — 3y
-3 =

Kracenim trojek, vyjadfenim y = x2z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme rovnici
x*—x=0,

kters ma vzhledem k rozkladu x* — x = x(x® — 1) = x(x — 1)(x? + x + 1) dvé fefeni, x; = 0a x; = 1. Témto dvéma

feSenim pfislusi fedeni ﬂig_iﬁ_z__l'
Druhé parcidlni derivace jsou
P P Pf P,

ax2 % a2 Yr aydx  dxdy
Matice druhého diferencidlu v prvnim stacionarnim bedé (1,1) je tedy

6 -3

-3 6
hlavni subdeterminanty jsou Dy = 6 > 0, D2 = 36 — 9 = 27 > 0, matice je tedy pozitivné definitni a v bodé (1,1) ma tedy
funkce f lokdlni minimum f(1,1) = —1.

Matice druhého diferencidlu ve druhém staciondrnim bodé (0,0) je oviem

(5 %)

je tedy indefinitni, funkce f v bodé (0,0) tedy nenabyvd extrému. O

Uloha 1.69. f(x,y) = x* 4+ y* — x2 — 2xy —y?
Resenf. Funkce f je definovdna na R?. Spoétéme jeji parcidlni derivace. Mame

o _ 4 2x- o a2y
T =4y’ —2x -2y, 5 =4y° -2y —2x
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Matice druhého diferencidlu je tedy
24x2 -2 0
( 0 124 — 4 )
coZ je diagondlni matice. Posoudit definitnost je tedy snazsi pfimo z hodnot na diagonéle. Pokud jsou obé hodnoty kladné,
je matice pozitivné definitni, coZ je pfipad étyf bodu (fc%,il) - v nich md tedy funkce f lokdlni minimum. V bodé (0,0)
jsou ob& hodnoty zdporné, matice je tedy negativné definitnf a v bod (0, 0) ma tedy funkce f lokélni maximum. Ve zbylych
¢tyfech bodech je jedna hodnota na diagonale kladna a druhd zaporna, matice je tedy indefinitni a extrému v daném bodé
se nenabyva. 0

Uloha 1.71. f(x,y) = xy + S—f- + %,x}i},y>0‘

Regeni. Funkce f je dle zaddni definovana na prvnim kvadrantu. Spoétéme jeji parcidlni derivace. Mdme
of 50 of 20

— e Y —

ox YT oy ¥

Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy

50
y-—3 = 0
x—% = 0.

Yy

Z prvni rovnice mame, ze y = %’é, dosazenim do druhé a pfendsobenim jmenovatelem ziskdme rovnici

20 4
X = @x =0.
sew w e 3/ 502 3 s : 3 . P P T
Jeji feSenijsou x; = 0a x2 = {/ 37 = V125 = 5. Prvni fefenf oviem nemiiZze byt &asti feSen celé soustavy. Odpovidajici
hodnotou pro druhy kofen je y» = 3¢ = 2. Funkce f mé tedy (v prvnim kvadrantu) jediny stacionarni bod (5,2).
Druhé parcidlni derivace jsou
i R S T A N
9x2 ¥ oy P’ dyox  oxdy
Matice druhého diferencidlu v bodé (5, 2) je tedy
4
5 ]
()

hlavni subdeterminanty jsou D; = # > 0aD; =4 —1 = 3 > 0, matice je tedy pozitivng definitni a funkce f m4 tudfz v

bodé (5,2) (ostré) lokdIni minimum f(5,2) = 30. ]
2 2

Uloha L72. f(x,y) = xy{/1— z—z - yb‘—z, kdea >0,b> 0.

Reseni. DOPLNIT m]
by+c¢

Uloha 1.73. f(x,y) = _a_:c+—_’ kde a® + b% +c% # 0.

Reseni. DOPLNIT O

Uloha L74. f(x,y) =1—/x2 42

Reseni. DOPLNIT O

Uloha L.75. f(x,y) = e (8x% — 6xy + 3y?)

Reseni. Funkce f je dle zad4ni definovana na IR2. Spottéme jeji parcidlni derivace. Mdme

% = 2623 (8x% — 6xy + 3y?) + €23 (16x — 6y) = 2T (1622 + 16x — 12xy + 6> — 6y),

% = 3% (832 — 6xy + 3y?) + e (—6x + 6y) = ¥ (24x% — 18xy + 9y* — 61 + 6y).
Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je FeSenim soustavy

23 (16x% 4 16x — 12xy 4+ 6> —6y) =
H(24x2 — 18xy +9y* —6x +6y) = 0.
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f 1
X4 1Y4)
Reseni. Podotknéme, Ze je evidentni, Ze funkce f je nezdporna a nuly nabyva pouze v bodé (0,1), kde tedy nabyva
globalntho minima. Pojd me nicméné vy3etit existenci extrémii standardnim postupem. Funkce f je definovana na R?.
Parcidlni derivace

of af
= = — =2(y—1
3 = 20 5 (y—-1)
jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totdIni diferencidl. Jediné body podezfelé z lokdlnich extrémi jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou obé parcialni derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemtize mit extrém. ReSenim rovnic
2x:D, Z(y—]):[]

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1), kde, jak uZ jsme zminili funkce zfejmé nabyva globalniho minima.
Nemusime tedy vySetfovat definitnost matice druhého diferencidlu (navic bychom tak dostali pouze informaci, Ze jde o
lokalni minimum). )

{":813»\" |[U1oha L64. flx,y) =22 = (y-1)

\

o

Regeni. Funkce f je definovéna na R?. Parcialni derivace

U=

of _
ox

dy
jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totalni diferencidl. Jediné body podezielé z lokélnich extrémi jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou obé parcidlni derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemiiZe mit extrém. Re§enim rovnic

x!

-2(y—1)

=0, -2(y-1)=0

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1). Oproti pfedchozi tiloze neni automaticky vidét, zda se v tomto bodé
nabyvé extrému. VySetfime tedy definitnost matice druhého diferencidlu, tj. matici

(£ %)

Urteme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Mame

.. 8. . HBf  RE.
axz 7 a7 dyox ~ oxdy

Matice druhého diferencidlu (v bodé (0,1)) m4 tedy tvar

(5 %)

ajeji hlavni determinanty jsou Dy = 2 > 0, D, = —4 < 0. ProtoZe druhy hlavni determinant (tedy determinant celé matice)
je zdporny, je matice druhého diferencidlu indefitni, extrému se tedy v bodé (0, 1) nenabyva. Funkce f tedy v Zddném bodé
nemad lokéIni extrém.® 0

Uloha 1.65. f(x,y) = (x —y+1)?

Resent. Je vidét, Ze funkce f je nezdporna. Ve vsech bodech piimky x — y +1 = 0 tedy nabyva globalntho minima.
PfesvédEime se, Ze jiné extrémy funkce f nemd. Parcidlni derivace jsou

o - o _ o(x-

3 = 2(x -y +1), = 2(x —y+1).
Je zjevné, Ze obé parcidlni derivace jsou nulové pravé v bodech zminéné pfimky. V jinych bodech se tedy extrému ne-
nabyva. O

UlohaL66. f(x,y) =x* —xy+y* —2x+y

Reseni. Funkce f je definovana na R2. Jeji parcialni derivace jsou

. of _
5}—2x—y~2, W x+2y+1.

Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy
2x-y-2 = 0
-x+2y+1 = 0.

%) Ulohu lze opét fesit i pomoci ivah. Pokud x # 0, pak malym zvétSenfm absolutni hodnoty x se funkéni hodnota f zvétsi, zmensenim
zmensi, takZe v bodech, kde x # 0 se nemtZe nabyvat extrému. Z podobného dtivodu nepfichazi z hlediska extrému jind moZnost, nez
¥ = 1. Nicméné ani v bodé (0, 1) se nemfize nabyvat extrému. Malym posunem hodnoty y se funkce f dostane do zapornych, zatimeo
malym posunem hodnoty x do kladnych hodnot.



Resenim této rovnice jsou hodnoty z; = 0 a zo = 2. Dosadime-li ziskané
hodnoty do rovnice x? — 2y = 0, abychom vypocetli y-ové soutadnice sta-
cionarnich bodu, dostavame y; = 0, y, = 2. Zkoumand funkce ma tedy dva
stacionarni body B; = [0,0], B, = [2,2].

Nyni pfistoupime ke zkouméni charakteru bodi By, By a k tomu je za-
potiebi vypocitat parcidlni derivace druhého fadu. Obdrzime

Foz =0, fay = —6 a fyy = 6y.

Protoze f3;(0,0) - f,,(0.0) — [fzy(0,0)]> = =36 < 0, vidime, Ze bod B; je
sedlovym bodem funkce f(z,y).

Analogickym postupem ze vztahu f3,(2,2)- fy,(2,2) — [fy(2, 2)]* = 108 >
0 a fe(2,2) = 12 > 0 dostavame, ze bod B, je bodem lokdlnftho minima
funkce f(z,y).

Priklad 8.11. Najdéte lokélni extrémy funkce tif proménnych dané vztahem
f(z,y,2) = 2% + 3 + 23 — 3(zy + z2).

Reseni. Vyjdeme opét z parcialnich derivaci finkce f (z,y, z), které maji tvar
fz=32% -3y — 3z, fy, =372 —-3z a f.=382"—32.

Polozime-li obdrzené parcialni derivace rovny nule, dostavame soustavu rov-
nic

Déle lze dosadit y? za = do prvnf a tieti rovnice, coz dava vztahy

y'—y—z=0
2 -y =0.
Z rovnosti 22 = y* mdme z = y nebo z = —y.

Uvazujme nejprve piipad z = y. Dosadime-li za z do rovnice 1

dostavame

—y—z=0,

y(y* —2)=0.

Z obdrzeného vztahu vyplyva, 7e y; = 0 nebo y, = v/2. Déle ihned vidime ze
témto hodnotdm odpovidaji hodnoty proménné z ve tvaru z; = 0, zo = /2.

75



r Z rovnosti x = 22 pak vypocteme z; = 0 a 7, = /4. Obdrzeli jsme tedy dva
staciondrni body

B, =[0,0,0] a B,=[v4,2,V2]

VysSetiime-li nyni pfipad z = —y, dostdvdme po dosazeni za proménnou
z do rovnice y* — y — z = 0 rovnost y* = 0, coz ndm déva kofen y3 = 0. Pak
ale také z3 = 0 a x3 = 0. V tomto piipadé jsme tedy neobdrzeli Zadny dalsf
stacionarni bod, ktery by byl ruzny od bodu By a Bs.

Pro parcidlni derivace druhého fadu dostaneme

fx.r = bz, fyy = 6y, fzz = 6z, fry = -3, f:cz = -3, fyz = (.

Chceme-li nyni vySetfit kvadratickou formu, kterou predstavuje diferencidl
druhého Tadu, pracujeme vlastné s determinantem

6z —3 -3
D=(-3 6y 0
-3 0 Bz

Uvazujeme-li bod By = [0, 0, 0], dostaneme

0 =3 =3
D=(-3 0 0
-3 0 0
o g ;i 0 =3]|. . T i g
Thned vidime, ze hlavni minor D, = _3 ( |Jezdporny, coz znamend, ze

pfislusna kvadraticka forma je indefinitni a pocatek je tedy sedlovym bodem
funkce f(z,y, z).
V bodé By = [V/4, /2, ¥/2] mame

g4 -8 -3
D=| -3 6¥2 0
-3 0 6v2
a vidime, ze D; = 64 > 0,D3 =36-2—9> 0, Dy = 216/16 — 1082 > 0.

Kvadraticka forma je tedy pozitivné definitni a bod B, je v dusledku toho
bodem lokalniho minima funkce f(z,y, 2).
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