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1 Implicitni funkce

Teorie

Véta 1. Necht m,n € N, k € NU {oc}. Necht G C R""™ je oteviend mnozina,
F:G—R™ zeR", §eR,[z,79] €G anecht plati:

1. FeCk@)
2. F(z,9) =0
3.
@(33 ) - M(j 7)
8y1 ’ Bym )
. # 0.
Om(z,y) - 9im(z,7)

Pak existuje okoli bodu U C R™ bodu Z a okoli V' C R™ bodu g tak, ze U x V C G a
pro kazdé x € U existuje pravé jedno y € V' s vlastnost{ F(z,y) = 0. Oznac¢ime-li toto
y symbolem ¢(x), pak pak ¢ € CF(U).

Priklady

1. Jsou dény vztahy
e"/* cos(v/y) =

e“/*sin(v/y) =

Sl= Sl

Dokazte, ze vztahy definuji na okolf bodu [1,1,0, §] funkce u(x,y) a v(z,y) tiidy
ou v

C®°. Spoctéte parcidlni derivace 5= a 5.
2. Ukazte, ze existuji funkce u(z,y) a v(x,y) definované na néjakém okoli U bodu
[1,2], které jsou na U tidfy C!, spliuji u(1,2) = 0, v(1,2) = 0 a plati pro né

rovnice
e 4 2y =1

Spoctéte u/(1,2) a v'(1,2).
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3. Dokazte, ze existuji funkce z(z,y) a t(x,y), které jsou tiidy C*° na néjakém okoli
U obsahujicim [1, —1] a spliuji rovnice

1
x2+yz_§g_¢3:0

r+y+z—t—2=0.
Spoctéte 2 (1, —1).

4. Ukazte, ze rovnice
T =u+0v?
y=u?— o
definuji na jistém okoli bodu [3, 3] funkce u(z,y), v(z,y) tiidy C*, které spliuji
u(3,3) =2, v(3,3) = 1. Spoctéte z4y(3,3), pokud z = 2uwv.

5. Spoctéte x,, Yy a z,, pokud
u =1+’
v=ax?— 2xy2,
z = In(y? — 2?)
vbodé u=5 v=-725-7)=1ay(5 -7 =2.

(Rada: Prve feste prvni dvé rovnice pomoci Véty o implicitnich funkcich, z, pak
vyjadiete fetizkovym pravidlem.)

Zkouskové priklady

6. Ukazte, ze vztahy
u = In(zy) + cosv

ex—u

v = —y?—w

definuji na jistém okoli bodu [z, y, u,v] = [1, 1, 1, 0] hladké funkce z, y proménnych
u,v takové, ze x(1,0) = 1 a y(1,0) = 1. Rozhodnéte, zda existuje totdlni difer-
enciél funkce y(u,v) v bodé [1,0] a pokud ano, naleznéte jej.

7. Ukazte, ze vztahy
u = In(z? 4 3?) — 2xy

T 1
v=e'siny+ —
z

definuji na jistém okoli bodu [z, y, u,v] = [1, 0,0, 1] hladké funkce z, y proménnych
u,v takové, ze x(0,1) =1 a y(0,1) = 0. Necht navic je z funkce proménnych z a
y definovand na okoli bodu [z,y] = [1,0] predpisem z(z,y) = arctan (%) a necht
® je funkce proménnych u a v definovand na okoli bodu [u,v] = [0, 1] pFedpisem
D(u,v) = z(x(u,v),y(u,v)). Spoctéte g—f((), 1).
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2 Lokalni extrémy

Teorie

Véta 2 (Nutnd podminka existence extrému). Necht n € N, G C R" je oteviend,

a€ Gaie{l,-,n} Necht funkce f : G — R méd v bodé a lokdlni extrém.

Potom bud g—ii(a) neexistuje nebo g—ii(a) =0.

Véta 3 (Postacujici podminky pro lokdlni extrém). Necht G C R™ je oteviend,
a € G anecht f € C?(G). Necht grad f(a) = 0. Pak

(a) Je-li kvadratickd forma f”(a) positivné definitni, pak funkce f nabyvé v bodé
a svého ostrého lokdlniho minima.

(b) Je-li kvadratickd forma f”(a) negativné definitni, pak funkce f nabyva v
bodé a svého ostrého lokdlniho maxima.

(¢) Je-li kvadratickd forma f”(a) indefinitni, pak funkce f nenabyvéd v bodé a

lokalniho extrému.

Poznamka 4 (Sylvesterovo kritérium). Necht A je symetrickd matice realnych
¢isel typu (n,n). Ozna¢me { Dy} posloupnost determinantu levych hornich rohu.
Pak

(a) A je positivné definitni, pravé kdyz vsechna Dy > 0.

(b) A je negativné definitni, pravé kdyz Dy < 0, Dy > 0, D3 < 0...

(c) jestlize jsou vSechny hlavni subdeterminanty nenulové a navic nenastal zadny
z predchozich piipadi, tak A je indefinitni,

Piiklady

8. Najdéte lokalni extrémy funkci

(a) flz,y) =2+ (y—1)° (¢) flay) =ay+ % +2

b z,y) =22 — (y—1)?

(<§ ?Exii - e’”2(32(2y2) +a?) () flz.y) = (@ —y+1)*

(&) f(z,y) =2 +y° — 3zy (8) f(x,y,2) = 2®+y>+2°=3(ay+u2)
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