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1 Implicitńı funkce

Teorie

Věta 1. Necht’ m,n ∈ N, k ∈ N ∪ {∞}. Necht’ G ⊂ Rn+m je otevřená množina,
F : G → Rm, x̄ ∈ Rn, ȳ ∈ R, [x̄, ȳ] ∈ G a necht’ plat́ı:

1. F ∈ Ck(G)

2. F (x̄, ȳ) = 0

3. ∣∣∣∣∣∣∣
∂F1
∂y1

(x̄, ȳ) · · · ∂F1
∂ym

(x̄, ȳ)
. . .

∂Fm
∂y1

(x̄, ȳ) · · · ∂Fm
∂ym

(x̄, ȳ)

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Pak existuje okoĺı bodu U ⊂ Rn bodu x̄ a okoĺı V ⊂ Rm bodu ȳ tak, že U × V ⊂ G a
pro každé x ∈ U existuje právě jedno y ∈ V s vlastnost́ı F (x, y) = 0. Označ́ıme-li toto
y symbolem φ(x), pak pak φ ∈ Ck(U).

Př́ıklady

1. Jsou dány vztahy

eu/x cos(v/y) =
x√
2

eu/x sin(v/y) =
y√
2

Dokažte, že vztahy definuj́ı na okoĺı bodu [1, 1, 0, π4 ] funkce u(x, y) a v(x, y) tř́ıdy

C∞. Spočtěte parciálńı derivace ∂u
∂x a ∂v

∂x .

2. Ukažte, že existuj́ı funkce u(x, y) a v(x, y) definované na nějakém okoĺı U bodu
[1, 2], které jsou na U třd́ıy C1, splňuj́ı u(1, 2) = 0, v(1, 2) = 0 a plat́ı pro ně
rovnice

xeu+v + 2uv = 1

yeu−v − u

1 + v
= 2x.

Spočtěte u′(1, 2) a v′(1, 2).
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3. Dokažte, že existuj́ı funkce z(x, y) a t(x, y), které jsou tř́ıdy C∞ na nějakém okoĺı
U obsahuj́ıćım [1,−1] a splňuj́ı rovnice

x2 + y2 − 1

2
z2 − t3 = 0

x+ y + z − t− 2 = 0.

Spočtěte z′′(1,−1).

4. Ukažte, že rovnice
x = u+ v2

y = u2 − v3

definuj́ı na jistém okoĺı bodu [3, 3] funkce u(x, y), v(x, y) tř́ıdy C∞, které splňuj́ı
u(3, 3) = 2, v(3, 3) = 1. Spočtěte zxy(3, 3), pokud z = 2uv.

5. Spočtěte xv, yv a zv, pokud
u = x2 + y2,

v = x2 − 2xy2,

z = ln(y2 − x2)

v bodě u = 5, v = −7, x(5,−7) = 1 a y(5,−7) = 2.

(Rada: Prve řešte prvńı dvě rovnice pomoćı Věty o implicitńıch funkćıch, zv pak
vyjádřete řet́ızkovým pravidlem.)

Zkouškové př́ıklady

6. Ukažte, že vztahy
u = ln(xy) + cos v

v = ex−u − y2 − v

definuj́ı na jistém okoĺı bodu [x, y, u, v] = [1, 1, 1, 0] hladké funkce x, y proměnných
u, v takové, že x(1, 0) = 1 a y(1, 0) = 1. Rozhodněte, zda existuje totálńı difer-
enciál funkce y(u, v) v bodě [1, 0] a pokud ano, nalezněte jej.

7. Ukažte, že vztahy
u = ln(x2 + y2)− 2xy

v = ex sin y +
1

x2

definuj́ı na jistém okoĺı bodu [x, y, u, v] = [1, 0, 0, 1] hladké funkce x, y proměnných
u, v takové, že x(0, 1) = 1 a y(0, 1) = 0. Necht’ nav́ıc je z funkce proměnných x a
y definovaná na okoĺı bodu [x, y] = [1, 0] předpisem z(x, y) = arctan

( y
x

)
a necht’

Φ je funkce proměnných u a v definovaná na okoĺı bodu [u, v] = [0, 1] předpisem
Φ(u, v) = z(x(u, v), y(u, v)). Spočtěte ∂Φ

∂u (0, 1).
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2 Lokálńı extrémy

Teorie

Věta 2 (Nutná podmı́nka existence extrému). Necht’ n ∈ N, G ⊂ Rn je otevřená,
a ∈ G a i ∈ {1, · · · , n}. Necht’ funkce f : G → R má v bodě a lokálńı extrém.
Potom bud’ ∂f

∂x i
(a) neexistuje nebo ∂f

∂x i
(a) = 0.

Věta 3 (Postačuj́ıćı podmı́nky pro lokálńı extrém). Necht’ G ⊂ Rn je otevřená,
a ∈ G a necht’ f ∈ C2(G). Necht’ grad f(a) = 0. Pak

(a) Je-li kvadratická forma f ′′(a) positivně definitńı, pak funkce f nabývá v bodě
a svého ostrého lokálńıho minima.

(b) Je-li kvadratická forma f ′′(a) negativně definitńı, pak funkce f nabývá v
bodě a svého ostrého lokálńıho maxima.

(c) Je-li kvadratická forma f ′′(a) indefinitńı, pak funkce f nenabývá v bodě a
lokálńıho extrému.

Poznámka 4 (Sylvesterovo kritérium). Necht’ A je symetrická matice reálných
č́ısel typu (n, n). Označme {Dk} posloupnost determinant̊u levých horńıch roh̊u.
Pak

(a) A je positivně definitńı, právě když všechna Dk > 0.

(b) A je negativně definitńı, právě když D1 < 0, D2 > 0, D3 < 0. . .

(c) jestliže jsou všechny hlavńı subdeterminanty nenulové a nav́ıc nenastal žádný
z předchoźıch př́ıpad̊u, tak A je indefinitńı,

Př́ıklady

8. Najděte lokálńı extrémy funkćı

(a) f(x, y) = x2 + (y − 1)2

(b) f(x, y) = x2 − (y − 1)2

(c) f(x, y) = e−x2−y2(2y2 + x2)

(d) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy

(e) f(x, y) = xy + 50
x + 20

y

(f) f(x, y) = (x− y + 1)2

(g) f(x, y, z) = x3+y3+z3−3(xy+xz)
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	Implicitní funkce
	Lokální extrémy

