Matematika |l 5.2. Totaln( diferencial, teCna rovina, Tayloriv polynom

ReSené ulohy

Priklad 5.2.1. Provérte diferencovatelnost funkce

f(z,y) = 2% — 2zy — 3y

v bodé A = [—1, 1] a naleznéte jeji totdlni diferencidl v bodé A.
Reseni: Vyuzijeme vétu 5.2.3., spojité parcidlni derivace funkce f v bodé
A zaruci diferencovatelnost funkce f v bodé A. Nejdiive vypocéitame parcidlni

derivace funkce f,

of of
8_x_2x 2y, By 2z — 6y.

Tyto funkce jsou spojité na celém svém definicnim oboru a tedy i v bodé A.

Funkce f je diferencovatelnd v bodé A.

Nalezneme totéln{ diferencidl funkce f v bodé A = [zq,yo] = [-1, 1],
df = %dw + Z—chdy = (22 — 2y)dx + (—2x — 6y)dy

0 0
df (A) = 8_£ A(x—fo) + a—i‘A(y—yo)

~ (2 - 2y)]m] (x+ 1)+ (-2 -6y (-1

(-1.1]

=—A4(x+1)—4(y— 1) = -4z — 4y.

Priklad 5.2.2. Vypocitejte priblizné f(1,11;0,58), je-li f(z,y) = x> + 43>

Reseni: Budeme uvazovat bod [1;0,5], tj. o = 1, yo = 0,5, f(1;0,5) =
1,5. Vypocitame totalni diferenciél (prirustek na teéné roviné k zadanému bodu)
v tomto bodé, pricemz dx = 0,11, dy = 0, 08. Vyuzijeme-li nasledujici vztah pro

totalni diferencidl

0 0
df (zo, yo) = a—i(%, Yo)dx + a—i(xo,yo)dy,
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Matematika |l 5.2. Totaln( diferencial, teCna rovina, Tayloriv polynom

obdrzime

df(1:0.5) = (322 20,11 + (1292 -0,08
f(1;0,5) (ar)w] 114 ( y)w]

=3.0,114+12-0,5%-0,08 =0, 57.

Vyuzijeme vztah f(z,y) ~ f(xo,y0) + df (zo, yo), tedy
f(1,11;0,58) ~ f(1;0,5) + df(1;0,5) = 1,5+ 0,57 = 2,07,
Ptesné je f(1,11;0,58) = 2,148079. Rozdil mezi obéma vysledky je dan tim, ze
jsme v prvnim ptipadé uvazovali piirustek funkce na tecné roviné.
Jesté poznamenejme, ze pokud pouzivame desetinna cisla, pak je vhodné jed-
notlivé komponenty bodu od sebe oddélit strednikem.

Piiklad 5.2.3. Naleznéte totalni diferencidl funkce

T,y) = arctan .
f(z,y) s

Reseni: Vypocitame parcialni derivace funkce f,

of 1 r+y—(z—vy)
or =\’ (z+y)?
)
_ (z+y) 2y oy
24+ 2ry+yP a2 —2zy+y? (v +y)? 22 +y?
of _ 1 —(z+y)—(z—y)
0y_ r— 2 (:E+y)2
1+ (52)
(x +y)? —2x —x

Tt 2ay Pt —2ay+ 2 (r+y)? 4y
Dosadime do formule pro totalni diferencial, definice 5.2.2., a dostavame

of of Y —x ydx — xdy
= d dy = ———>.
Ox 8yy 2+ y? x+x2+y2y 2 4+ y?

Priklad 5.2.4. Naleznéte rovnici te¢né roviny a normaly ke funkce
z=2z%+ y2

v bodée A =[1,1,7].
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funkce f v bodé P. V nasem ptipadé P = [, 1]. Spocteme parcidlni derivace
funkce f v bodé [T, 1], tj.

fole,y) = 20 —ysing,  f(zy) = cos,
fo(5,1) =7 —1, fy(5.1)=0.
Tyto funkce jsou spojité na celém svém definicnim oboru, tedy i v bodé |7, 1].
Funkece f je diferencovatelnd v bodé [7, 1].

Poznamka 4.15. Tento ptiklad Ize také tesit pomoci definice 4.1, tj. ovéiime,

zda limita " kl]igfo ) f(zﬁh’yﬁk)\;h};(ﬁ’zyo)7(Ah+8k) =0, kde f(z,y) = 2*+ycosz

a [zo,y0] = [5,1].

Piiklad 4.16. Pomoci totalniho diferencidlu priblizné vypoctéte /3,01 - 0,99.

Reseni. Ozna¢me f(z,y) = /Z-y. Zvolme bod [zg, yo] = [3,1] a spocteme
diference h = x — xg = 0,01, k = y — yo = —0,01. Pro vypocet pouzijeme
vztah f(x,y) = f(xo,y0) + df(xo,y0)(h, k). V bodé [3,1] a s diferencemi
h =001, k= —0.01 méme

£(3,01,0,99) = £(3,1) + df(3,1)(0,01, —0,01).
Ze vztahu (4.2) dostaneme

df (z,y)(h, k) = =—h +

Y
= k
2,/Ty 2./1y
1 3
df(3,1)(0,01,-0,01) = —= - 0,01 + —= - (—0,01) =
£.1) )= =001+ (oo

Pak dosazenim do vysSe uvedeného vztahu dostavame

V/3,01-0,99 = £(3,01,0,99) = f(3,1) +df(3,1) = V3 —

1
T 100V3

1 299
100v/3  100v/3°

Piiklad 4.17. Urcete totdlni diferencial funkce f(z,y) = zyln(x + y)
v obecném bodé.

Reseni. Definicnim oborem dané funkce je Df = {[z,y] € R*z > —y}.
Spocteme prvni parcidlni derivace, tj.

vy _ (@+yyln(z+y) +ay
r+y Tr+y

fo(z,y) = yIn(z +y) +

Y
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Ty (r+y)xn(x +y) + zy
) =zn(z +y) + = .
fy(@y) = Iz +y) T4y r+y

Jelikoz parcialni derivace jsou spojité v kazdém bodé defini¢niho oboru Df,
totalni diferencidl existuje. Dosazenim do vztahu (4.2) dostaneme

! 1
df(z,y)(h, k) = (z+y)y n(a:+y)+xyh+ (x+y)x n(x+y)+xy]{;'
Tty T4y

Piiklad 4.18. Urcete totalni diferencial funkce f(z,y,z) = x¥%* v bodé
2,1,1].

Reseni. Definicni obor funkce f je Df = {[z,y,2] € R%x > 0,z # 0}.
Funkce f mé spojité parcialni derivace prvniho fadu v libovolném bodé svého

defini¢niho oboru, tudiz diferencial existuje. Spocteme prvni parcialni deri-
vace a dosadime bod [2, 1, 1]

(y/z)—1 ?J/Zl y/z 1
YT 2¥/*Inx ¥ *ylnx
fx(.r,y,z) =T fy(x,y, Z) = ) fz(xvyaz) =TT 2
z z z
(2,11 =1, £,2.1,1) =2In2,  £(2,1,1) = —2In2.

Totalni diferencial v bodé [2, 1, 1] podle vzorce (4.8) je

df(2, 1, 1)(h1, hg, hg) = hl + 21H2h2 - 21H2h3

Piiklad 4.19. Urcete te¢nou rovinu a normélu ke grafu funkce f(x,y) =

In ;iiz v bodé [—1,1].

Reseni. Nejdifve dopocteme tieti soufadnici bodu T

20 = f(xo,%0) = f(—1,1) =In3.

Funkce je definovana pro L‘riig > (. Spocteme parcidlni derivace prvniho
radu 2y + 1) 5
_ 2yt _ o
fx(l’,y) = (y—|—1)2—372, fy(l'vy) (y+1)2_x2

a ur¢ime jejich hodnoty v bodé [—1, 1]

4

=10 = =5, f(-11) = —g.
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7. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/, kunckbam@natur.cuni.cz

Uloha 2. (a) Urcete parcidlni derivace a tot. diferencidl v bodé (0,0) pro funkei

f(z,y) = ly|sinz.

Strucnéjsi fesSeni: 1. Dy = R? (absolutni hodnota ani funkce sinus neddvaji zadné
podminky).
2. Parcidlni derivaci podle x v bodé (0,0) lze uréit pifimym vypoctem:

af

B (0,0) = (|y| cos x)\(op) = 10| cos0 = 0.

Parcidlni derivaci podle y v bodé (0,0) kvuli absolutni hodnoté u y uréime radéji
z definice parcidlni derivace:

g(0,0) — lim f(0,0+ h) — £(0,0) — lim |0+ h|sin0 — |0] sin 0 — lim % _0

oy h—0 h h—0 h h—0

3. Diky existenci parcidlnich derivaci v bodé (0,0) mame jediného kandidéta na totalni
diferencial
of of

df(0,0) = <8$(o,0), 8@/(0,0)) = (0,0).

Nevime, zda jsou parcialni derivace v bodeé (0, 0) spojité, proto ovéiime (nebo vyvrétime),
ze o totdlni diferencidl skute¢né jde pomoci jeho definice. Chceme tedy ukézat (nebo
Vyvrétit), ze

o J(0+ by, 0+ ha) = £(0,0) = (§£(0,0), 5 (0,0)) - (k1 ha)"
lim -0

(h1,h2)—(0,0) [ (h1, ha|l

Po dosazeni na levou stranu a rozsifenim h; dostaneme

lim ‘h2| sin hl . . sin hl hl |h2| o lim h1 |h2‘
(h1,h2)=>(00) \/h2 +h3  (h1,h2)=>(0,0) _h1 /K2 +h3  (h1,h2)=(0,0) \/h? + h3
—1

Protoze podle AG-nerovnosti plati odhady:

h3+h3

hah a0
0< 2 1] I S [+ g3 Lah2)200), o
Vh?+h3 T \/hE+h3

podle véty o dvou policajtech vyplyva

|hah |

lim — =1
(hlth)_)(Ofo) \ h% + h%

0=0.
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Protoze i ve vice proménnych plati, ze lim f = 0, pravé kdyz lim | f| = 0, je tedy také
) |ha|h1
m 2 9=,
(h1,h2)=(0,0) \/hi + h3

a tedy funkce f md v bodé (0,0) totalni diferencial

df(0,0) = (0,0).

Podrobnéjsi feSeni: 1. Urcéime definiéni obor. Absolutni hodnota ani funkce sinus
nam nedavaji zddné podminky, definiénim oborem je tedy celé R2.

Dy =R
2. Spocteme parcialni derivace. Pro parcidlni derivaci % na celém R? plati:

OF _ 9 (y1sina) = [y 2 (sine) = |yl
9 — 5y yIsing) = |yl o (sinz) = Jy|cos z,

specialné tedy %(0,0) = 10| cos0 = 0.

Parcidlni derivaci % na celém R? kviili absolutni hodnoté takto jednoduse spoéitat

nelze. Proto je vyhodnéjsi rovnou pocitat z definice v bodé (0, 0).
9 (0,0) = 1im £@O0FM = F0.0) _, [0+Asin0=[0}sm0 _ 0 _
oy h—0 h h—0 h h—0 h

3. Uréime, zda funkce md ¢i nemd totdlni diferencidl. Obé parcidlni derivace podle
predchoziho kroku existuji. Jedinym kandiddtem na totalni diferencidl je tedy (linedrni
zobrazeni ur¢ené matici 2 x 1)

df(0,0) = (g‘i(o,O), g‘g’;(o,O)) = (0,0).

Protoze nevime, zda je %5 v bodeé (0,0) spojitd, zkusime ovéfit, zda se jednd o totdlni

diferencial funkce f v bodé (0,0) pomoci definice totdlniho diferencidlu. Chceme tedy
ovéfit nebo vyvratit, ze

i JO0+ R0+ hy) - £(0,0) = (3£(0,0), 5£(0,0)) - (ha, ho)” »

(h1,h2)—(0,0) [ (R, hal

Po dosazeni do limity postupné dostaneme:

. O+ 11,0+ ha) = £(0,0) = (3£(0,0), 5£(0,0)) - (b1, ha)”
(h1,h2)—(0,0) [(ha, |

. lim |h2| sin hl —-0- (0, 0) . (hl, hg)T

= (h1,h2)—(0,0) \/W
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N lim |h2’ sin hl
(h1,h2)=(0,0) \/hT + h3

Nyni se mizeme zbavit sinu rozsifenim hq, nebot limp,, no)—(0,0) Si?llhl = 1. Podle véty
o aritmetice limit

lim |ho| sin hy _
(h1,h2)=(0,0) \/h% + h3
= lim sinf | lim _fulha] =
(h1,h2)=(0,0)  h1  (h1,h2)—=(00) \/hT + h3

lim ufhs] .
(h1,h2)=(0,0) \/h? + h3

Chceme ukéazat, ze limita vySe je rovna nule. K tomu sta¢i ukazat, ze i v absolutni
hodnoté je limita rovna nule, tedy ze

hilho| | _ i [hiha| 2

T w0 VRS

Absolutni hodnotou jsme si zjednodusili préci, protoze nyni muzeme pouzit odhad ply-
nouci z AG-nerovnosti, ktera plati pro nezaporna ¢isla:

0.
(h1 ,hg)—>(0,0)

h? + h2
|h1ha| < 1; 2

a tudiz
o< |h1hs - VA2 + h3 (hi,ha)—(0,0) 0

SRS

Podle véty o dvou policajtech pro limitu funkce vice proménnych je tedy

im kel
(h1,h2)—(00) \/AZ +h3

tedy podle predchoziho postupu také

, FO+ 1,0+ ha) = £(0,0) = (5£(0,0), §(0,0)) - (ha, ha)T
lim =0

(h1,h2)—(0,0) [ (h1, ha||

)

coz podle definice totdlniho diferencialu znamend, ze df(0,0) = (0,0). O

Uloha 2. (b) Urécete parcialni derivace a tot. diferencial v bodé (0,0) pro funkci

f(z,y) = cos Jzy.

Reseni: 1. D ¢ = R? (funkce kosinus ani tfet{ odmocnina neddvaji zddné podminky).
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2. Parcialn{ derivace v bodé (0,0) pfimym vypoctem urcit nelze, nebot

0 0
8—?2:%(008\?/@) —sin(/zy 3\/7 Y,
of

0
cos J/x — sin(
ay 8@/ ( V)= 3 & (xy)?
kterézto vyrazy nejsou v bodé (0, 0) definované. Budeme tedy pocitat z definice parcidlnich
derivaci.

_ h _ _
g(0,0)zlim f(0+h,0) - f(0,0) i s+ (0+ cos v/0 _1 1-1 1,m920.
ox h—0 h lHo hs0 h hs0h
Obdobné

_ h _ _
a—f(0,0): lim f(0,0+h) — f(0,0) s /0 (0+ cos v/0 — lim 1-1 l'mQ:O.
oy h—0 h h—>0 hs0 h h0h

3. Diky existenci parcidlnich derivaci mame jediného kandidata na totdlni diferenciél,

a tedy
of of
ox dy

Ovéiime to (nebo vyvratime) pomoci definice totdlniho diferencidlu. Ptdme se tedy,
zda

df(0,0) = (52(0,0), 2-(0,0)) = (0,0).

o SO0+ ho) - £(0,0) — (5£(0,0), 55(0,0)) - (B, he)” 5

(h1,h2)—(0,0) (R, ha)]|

Po dosazeni do limity postupné dostaneme:

po 08 YO+ h)0+he) =1 (0,0) (hayho)” L cos {/(hha) — 1
(h1,h2)—(0,0) N RN (h1,h2)>(00) /AT +hE
Pozor! Nyni si uvédomme, ze pokud jdeme do nuly po piimkéach hy = 0 nebo he = 0,

potom citatel je nulovy a limita rovna nule. V dalsim tedy muzeme pocitat limitu
vzhledem k defini¢énimu oboru bez téchto os z a y, tedy vzhledem k mnoziné

M :=TR?\ {{(—oo,—i—oo) x {0}} U{{0} x (—o0, —i—oo)}}.

Pokud i limita vzhledem k mnoziné M vyjde nula, pak i puvodni limita poc¢itand vzh-
ledem k celému definicnimu oboru bude rovna nule.

Duvodem této paséaze je, ze pro odstranéni kosinu budeme potfebovat rozsitit, a na
osach by toto rozsiteni selhalo.

Pocitame tedy nyni

(O] \3/ (hlhg) -1

lim =

(h1,h2)=(0,0) (1, noyens \/m
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po rozsiteni dostaneme

. cos {/(h1ha) — 1 {/(h1h2)?
= 1m : :
(h1,h2)=(0,0) (1, ho)em y h1h2)2 h% + h%

——1/2

Prvnf limita je rovna minus jedné poloviné podle jednorozmérné limity lim,_,q ‘3032722_1 =
—% a véty o limité slozené funkce pro limity vice proménnych, varianty (P), nebot
existuje prstencové okoli P bodu (0,0), pro které na PN M je 0 < (h1h2)? < 27, a tedy
cos {/(h1h2)? # 1. Zde je pravé dulezité z mnoziny M vylouéit osy = a y.

Podle AG-nerovnosti je pak {/(h1ho)? < (h? + h3)%/3/3/4, a tedy plati odhady

3 2
< (h1h2) < L(h% n hg)%,% (h1,h2)—(0,0) 0.
h2+h3 — V4

Podle véty o dvou policajtech je tedy hledand limita skutec¢né rovna nule (vzhledem
k M; predtim jsme totéz ukézali i vici ose = a ose y. Tedy to plati i vuci celému Dy),
a tudiz funkce f ma v bodé (0,0) totalni diferencial df(0,0) = (0,0). O

Uloha 2. (c) Urécete parcialni derivace a tot. diferencial v bodé (0,0) pro funkci

f(z,y) = VP + [yl

Reseni: 1. D F= R? (tieti odmocnina ani absolutni hodnota nedévaji zédné podminky).
2. Parcidlni derivace v bodé (0,0) spocteme z definice. Poé¢itdme-li nardz jednos-
tranné limity zleva i zprava, dostavame:

V10 + 13+ 103 h|3/2 h
TRV e el U S S O ] Ih|V2 =+1-0=0.
h—0+£

h—0+ h  hs0+ h h—0+ h

Obé jednostranné limity jsou si rovny, existuje tedy oboustrannd. 7 definice existuje
tedy i parcidlni derivace %(0, 0), nebot

) 3 3
97 (0,0) = 1im YIOEAEHIOP

oz h—0 h

Analogicky pro %ch :

V0P +10 + A3 h|3/2
lim 0P + 10+ A *limL*O.

h—0+ h w0+ b

Opét, obé jednostranné limity jsou si rovny, existuje tedy oboustrannd. Z definice
existuje tedy i parcialni derivace %(0, 0) aje %(O7 0) =0.
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3. Diky existenci parcidlnich derivaci mame jediného kandiddta na totdlni difer-
encidl, a tedy
of of

4£(0,0) = (5,(0,0), 5 (0,0)) = (0,0).

Ovérime to (nebo vyvratime) pomoci definice totdlniho diferencidlu. Ptdme se tedy,
zda

. FO+ 1,0+ hy) = £(0,0) = (3£(0,0), 3£(0,0)) - (ha, h2)
lim Y =

0.
(h1,h2)—(0,0) (R, ho)]|

Po dosazeni do limity postupné dostaneme:

lim V10 +hiP +]0+ ha? = 0= (0,0) - (hy, ho)” — tm V1| + [hef?
(h1,h2)—(0,0) VA2 +h3 (h1,h2)=(00)  \/hF+h3

Nyni plati odhady:

VPP + [halP /by + ho|([hi]? + [he]?) (h1,h2)—(0,0)
0< < — ] 1 hg] Lt (00),
Vh3+h3 VhE+h3

Podle véty o dvou policajtech je tedy hledana limita rovne nule, a tudiz funkce f ma
v bodé (0,0) totalni diferencial df(0,0) = (0,0). O
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KUCHARKA NA HLEDANI EXTREMU FUNKCI VICE PROMENNYCH

Na zédkladé poznamek ze cviceni zpracoval
Honza ,Irigi“ Olsina

Algoritmy, které popisi funguji pro obecné n neznamych - ve viech textech ale budu psat pouze dvé
soufadnice, i kdyz napisu, jak by se postupovalo pro soufadnic vice.

Totalni diferencial
Totalni diferencial definuje limita

J@+hy,y+ha) = f(z,y) —df(2,y) - (hi,ha) s

lim Q
(h1,h2)~+(0,0) Vhi+ h3 ©)

Nutnou podminkou pro existenci totalniho diferenciilu je existence prvnich parcialnich derivaci,

pokud neexistuji, zjevné neexistuje ani (9). Pokud existuji prvni parcidlni derivace, potom jedinou
pripustnou hodnotou df (z,y) - (h1, hs) je

7 0 0
df(z,y) - (hy, hy) = a—ihl + 6_5;,2

d\ Postacujici podminkou je budto spojitost prvnich parcidlnich derivaci, nebo existence (@)
CQ ) Priklad: Zjistéte zda a kde md funkce (xy)*/® totdlni diferencidl.

a_f B a2/3y1/3

or 3
af y-2/3z1/3
oy 3

Je vidét, Ze derivace jsou mimo osy spojité, tudiZ mimo osy existuje totdalni diferencial. Na osdach je
funkéni hodnota (xzy)*/® = 0, ale proni parcidini derivace zde nejsou definovdny (jsou v limité nekonecné),
proto na osach totalni diferencidl neni.

V poditku soustavy soutadnic jsou proni parcidlni derivace nulové, protoze

g_ . f($+h,y)—f($,y)_ . 9_
oz — h = Jim, 7 =0

a obdobné pro derivaci podle y. .
Proto pokud totdalni diferencidal existuje, pak md hodnotu df (z,y) - (h1,h2) = 0. OvéFime jeho existenci

-

dosazenim do (V). Prejdeme k polarnim soutadnicim:
h; = rsin(¢)
ha = rcos(¢)
Tedy dosadim do (9):

1/3 _ 0 — in(d 1/3
lim (hih2) ' 0 0_ lim (rsin(@)r cos(¢))
r—0 \/hf + hﬁ r—0 r

Tato limita neezistuje (resp. zavisi na ihlu @), totdlni diferencial tedy v pocdtku neexistuge.

Hledam-li extrém funkei vice proménnych f(zq,2s,...,z,), prohleddvam jednak ,kandidaty®* na extrém
a jednak hleddm extrém na okraji, coz je extrém s vazbou.

Lokalni extrémy
1. Nutna podminka pro to, aby funkce méla v bodé extrém je, aby prvni parciilni derivace byly nulové:

of _,9f _
31:_0’33/_0’

1



Uloha 2. (e) Urécete parcidlni derivace a tot. diferencidl v bodé (0,0) pro funkei

x? 2 in%, x, ,
o = { A (w0200

Reseni: 1. Dy = R? (zlomek v sinu ddvd podminku 22 + y? # 0, prvn{ vyraz je
tedy korektné definovan vSude kromé pocatku; v pocatku je vsak funkce dodefinovana
druhym tadkem).

Vsuvka: Neni nutné ovérovat spojitost f v bodé (0,0). Pfesto se muze hodit se nad tim zamyslet,
nebot funkce, kterd nenf v bodé spojitd, nemize mit v tomto bodé totdlni diferencisl.

Funkce f nicméné v bodé (0,0) spojitd je. Plyne to z véty o dvou policajtech a jednoduchého
odhadu

7(1.2 + yz) S f(x7y) S (ZC+y2),

pficemz leva i pravé strana konverguji do nuly pro (z,y) — (0,0).
2. Spocteme parcidlni derivace v bodé (0,0). Protoze bod (0, 0) je od pohledu problem-
aticky, budeme pocitat z definice.

F(0+h,0) — £(0,0) (h? +0°) sin i —

of (0,0) = li li 0 lim A si 1 0
== = lim = lim = lim hsin — =
ox "’ h—0 h h—0 h h—0 h? ’

podle véty o omezené krat nulové posloupnosti. Obdobné

of _f0,04h) = f(0,0) . (OP+P)singy -0
—J =1 =1 =1 — = 0.
R R i 0 fi i =0

3. Diky existenci parcidlnich derivaci mame jediného kandidata na totdlni diferenciél,

a tedy
40,00 £ (G 0.0, 0.0) = 0.0,

Ovérime to (nebo vyvratime) pomoci definice totdlniho diferencidlu. Ptdme se tedy,
zda

J(O+ 1,0+ h2) = £(0,0) = (5£(0,0), 55(0,0)) - (1, h2)"

lim 0.
(h1,h2)—>(0,0) [(h, h2) |

Po dosazeni do limity postupné dostaneme:
(hi + h3) sin i — 0= (0,0) - (ha, ha) "

lim
(h1,h2)—(0,0) Vh3 + h3

1
- Jh2 4+ R2sin——— =0
(hha)so0) VT T 2T 2

opét podle véty o limité omezené krat nulové posloupnosti (ovSem tentokréat pro funkce
vice proménnych). Tudiz funkce f ma v bodé (0, 0) totalni diferencial df(0,0) = (0,0).
O
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Dodatek nepotfebny pro feseni lohy: Funkce f md v bodé (0,0) totalni diferencidl, prestoze
parcidlni derivace jsou v tomto bodé nespojité.
Méme totiz napf., ze

of
ox

T 1

of 1
— COS
1'2 y2 1'2 + y2 32'2 y2

(0,0) =0, %(x,y) = 2z sin

(z,y) # (0,0).

Aby byla parcidln{ derivace % v bodé (0, 0) spojitd, muselo by platit, ze (dvojna) limita lim, ), (0,0 %(m, y) =

0. To ale neni pravda, tato limita totiz neexistuje. Jdéme napf. do bodu (0,0) po piimce y = z, tj.
pocitejme limitu
o) )

Jimy h -

h—0

= lim (2 sin 12h2 — %cos 1h2) .

Limita napravo zjevné neexistuje, % tedy nemuze byt spojitd v bodé (0,0). Dokédzat lze napiiklad

z Heineho véty. Pokud volime napiiklad posloupnost h, = ﬁ, potom cosh—l2 = cos(2mn) = 1,
sin# = sin(mn) = 0, a tedy lim %(hn,hn) = —oo. Naopak, volime-li h,, = \/ﬁ, pak COS% =

cos(m + 2mn) = —1, sin 535 = sin(r/2 + 7n) = 0, a tedy lim %(hm hy) = +00.
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Metody Feseni vybranych Gloh z matematické analyzy

Nutnou podminku pro existenci totalniho diferencialu, ktera muze ulehcit dikaz
neexistence diferencialu, dava tvrzeni:

Ezistuje-li totalni diferencidl realné funkce n promennych f v bodé a € R", pak
je f v bodé a spojita.

Piiklad Dodefinujte funkci f(z,y) = wgmj_ny na R? tak, aby méla totalni
diferencial ve vSech bodech a spoctéte ho.

Reseni. Pro (z,y) € G =R?\{(0,0)} je funkce definované a snadno spo¢teme jeji
parcialni derivace:

8—f(a: ) = 3z?y(z’+y*)—a®y2z _ 2’y(z>+3y°)
oz s Y) = (@2 142)2 = (221 y2)2
ﬂ(az ) = (2 +y?)—a®y2y _ 2®(2®—y?)

oy \HY) = @2 1y2)2 = @Ity2)2

To jsou spojité funkce dvou proménnych na G, nebot jsou to racionalni funkce
na svém defini¢nim oboru. Proto ma funkce f na G totalni diferencial, pficemz ten
je v bodé (z,y) € G zobrazenim

2 2 2 3/,.2_,2
df (w,y): (h, ha) > S Ry 4+ ) by,

M4-li byt f rozsifena na R? tak, aby méla totalni diferencial, musi byt rozsi-
fena spojité. Protoze %irr(l) f(t,0) =0, je nutnou podminkou pro takové rozsifeni, ze

f£(0,0) = 0. Dodefinujeme proto f v pocatku nulou a uvazujeme, zda méa totalni di-
ferencial v pocatku. Protoze nyni mame f(z,0) = f(0,y) = 0 pro vSechna z,y € R,
jsou obé parcialni derivace funkce f v pocatku nulové z definice. Existuje-li to-
talni diferencial, musi platit, ze df (0,0): (h1, ha) — 0, tedy, Ze je to nulova linearni
forma. Ovérime, Ze ta je totalnim diferencidlem f v pocatku podle definice:
Polozme
£((0,0)+(h1,h2)) = f(0,0)—d(n, ,ny) f(0,0)] hihihg
e(h1, h) () — = (h#h%)\/h%M% <

h3  hi+h3
h2+h2 \/h%—l—hg < ”(hlth)H

Je tedy flLin% e(h) = 0 a totalni diferencidl f v pocatku je roven nulové formé dle

definice. m

IN

Piriklad VySetfete, zda funkei f(z,y) = wﬁizz log(1+ zy) lze dodefinovat

na néjakém okoli pocatku tak, aby v ném méla totalni diferencial.

Reseni. Protoze funkce xy je spojitd v po¢atku a ma v ném hodnotu nula, je
na néjakém okoli pocatku jeji hodnota vétsi nez —1 a funkce f je na prislusném
prstencovém okoli poc¢atku definovana.

Ma-li funkce mit totalni diferencial v poc¢atku, musi v ném byt dokonce spojita.
Protoze f(0,y) = 0 pro vSechna y # 0, je jedinou moznosti, jak dodefinovat f
v pocatku, polozit f(0,0) = 0.

Protoze nyni je f(0,y) = f(x,0) = 0 pro vSechna x,y € R, tak parcidlni derivace
v pocatku jsou nulové. Jedinym moznym kandidatem na totalni diferencial v po-
¢atku je tedy nulova linearni forma na R2. Je-li skute¢né totalnim diferencidlem,

90



5 Totalni diferencial

Definice 5.1. Funkce f md v bodé a totdlni diferencidl, pokud existuje linedrni
zobrazeni df(a) : R" — R, pro které plati

o Ja+h) = fa) = df (@]

0 [4]] =0
Jingmi slovy plati
. w(h)
fla+h)— f(a) =df(a)[h] +w(h), kde lim —=> =0.
h—0 ||A|

Zatimco parcidlni derivace charakterizuje zménu funkce pouze v uréitém
sméru, totdlni diferencidl ndm néco fikd o chovéani funkce pro vSechny malé
prirtustky h. Jeho interpretace je nahrazeni funkce te¢nou rovinou ke grafu funkce
v daném bodé. Pokud mé funkce v néjakém bodé spojité parcidlni derivace, pak
tam ma diferencidl. Plati nasledujici véta.

Véta 5.2. Necht md funkce f: R" — R v bodé a totdlni diferencidl. Pak je v
bodé a spojitd, md v ném parcialni derivace 1. Tadu podle vsech proménnych a
plati df (a)[h] = 32;_; hi0s, f-

Piiklad 5.3. Najdéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = x%+y? v bodé (9, Yo)-

Reseni: Nejdiive vypoc¢teme parcialni derivace podle obou proménnjch v bodé
(0, 0)-
0:f(z0,90) = 220, 9y f(T0,%0) = 290 -

Pokud totalni diferencial existuje, ma tedy tvar 2xghy + 2yohs.-

w(h) = f(xo + h1,90 + h2) — f(xo,y0) — df (2o, yo)[h] =
= (o + h1)® + (yo + h2)® — 2§ — y§ — 2x0h1 — 2yoho = b3 + 13 .

w(h)

= g = lim ||h]| = 0.
h—0 [|h|| k=0 ||h]]  r—0

Totélnim diferencidlem funkce f v bodé (xo,yo) tedy je 2zoh1 + 2yohs.

Ly x, 0,0
Pi¥iklad 5.4. Urcete, zda funkce f(z,y) = {\/9”2+y2 (z.4) # (0,0) md v po-

0 (z,y) = (0,0)

catku totdlni diferencidal.

Regeni: Protoze funkci nelze v poc¢atku derivovat (nem4 tam smysl), vypod&itame
derivace pfimo z definice

xz—0 €T z—0 I
tim OV =J00) _ ) 020
y—0 Yy y—0 y

¥ Rie spatecw Cioe &Cx)
Qe >

( v %_W&m‘j



Totalni diferencial tedy je
Nyni ovéfime, jestli tento kandidat je skutecéné diferencidlem.

g £(h1:h2) = £(0,0) —df(0,0)[h] _ (.~ huho

h—0 A /h% + h% h—0 h% + h%

Protoze limita neexistuje, neexistuje ani totalni diferencial v tomto bodé.

£0.

Piiklad 5.5. Zjistéte, kde je funkce f(z,y) = In(z+y) definovand, spojitd,
kde ma parcidlni derivace 1. Tddu a kde totalni diferencidl.
Reseni: Funkce je definovana na poloroviné = +y > 0. V celé této poloroviné je
spojita a ma parcidlni derivace 1. fadu

1

3xf:ayf:m»

které jsou zjevné spojité v celé poloroviné. Protoze jsou parcidlni derivace spo-
jité, ma funkce totalni diferencial.

6 Taylovav rozvoj
Obdobné jako v jedné proménné muzeme ve vice proménnych vyjadfit hladkou
funkci Taylorovym rozvojem. Ma-li funkce f jako funkce n proménnych spojité

parcialni derivace az do fadu (k+1) véetné na okoli bodu a = (ay, ..., a,), plati
na jeho okoli

k J
fa) =S+ {(m - al)a% bt (o - )ai] f(a) + Resa (),

=7
kde
1 B k+1
Re@) = gy |1 -0+t o] Skt a),
d € (0,1).

7 Priklady k samostatnému procvic¢ovani

Piiklad 7.1. UkaZte, Ze pro funkci f(x,y) = % plati:

lim ng}) (x,y)> = lim (i}g}) f(m,y)) =0

a pritom limita funkce dvou proménngch lim, v (0,0) f(2,y) neexistuje.



Metody Feseni vybranych Gloh z matematické analyzy
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ﬂ(az ) = (2 +y?)—a®y2y _ 2®(2®—y?)

oy \HY) = @2 1y2)2 = @Ity2)2

To jsou spojité funkce dvou proménnych na G, nebot jsou to racionalni funkce
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ferencial v pocatku. Protoze nyni mame f(z,0) = f(0,y) = 0 pro vSechna z,y € R,
jsou obé parcialni derivace funkce f v pocatku nulové z definice. Existuje-li to-
talni diferencial, musi platit, ze df (0,0): (h1, ha) — 0, tedy, Ze je to nulova linearni
forma. Ovérime, Ze ta je totalnim diferencidlem f v pocatku podle definice:
Polozme
£((0,0)+(h1,h2)) = f(0,0)—d(n, ,ny) f(0,0)] hihihg
e(h1, h) () — = (h#h%)\/h%M% <

h3  hi+h3
h2+h2 \/h%—l—hg < ”(hlth)H

Je tedy flLin% e(h) = 0 a totalni diferencidl f v pocatku je roven nulové formé dle

definice. m

IN

Piriklad VySetfete, zda funkei f(z,y) = wﬁizz log(1+ zy) lze dodefinovat

na néjakém okoli pocatku tak, aby v ném méla totalni diferencial.

Reseni. Protoze funkce xy je spojitd v po¢atku a ma v ném hodnotu nula, je
na néjakém okoli pocatku jeji hodnota vétsi nez —1 a funkce f je na prislusném
prstencovém okoli poc¢atku definovana.

Ma-li funkce mit totalni diferencial v poc¢atku, musi v ném byt dokonce spojita.
Protoze f(0,y) = 0 pro vSechna y # 0, je jedinou moznosti, jak dodefinovat f
v pocatku, polozit f(0,0) = 0.

Protoze nyni je f(0,y) = f(x,0) = 0 pro vSechna x,y € R, tak parcidlni derivace
v pocatku jsou nulové. Jedinym moznym kandidatem na totalni diferencial v po-
¢atku je tedy nulova linearni forma na R2. Je-li skute¢né totalnim diferencidlem,
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Lokalni vlastnosti funkci vice proménnych 8.

lim f(h1,h2)
(h1,h2)—(0,0) V/hi+h3
manou funkci proménnych hy, hy v prstencovém okoli poc¢atku s funkei ¢ — (¢, 1),

pak zjistime, Ze limita pro ¢ — 04 je rovna % a to je ve sporu s vétou o limité

pak podle definice musi platit, ze = 0. Slozime-li ovSem zkou-

slozené funkce.

(Poznamenejme, ze pokud bychom vySetfovali napfed parcidlni derivace funkce
f v okoli poc¢atku, pak bychom po jistém usili s jejich vypoctem a se zkoumanim
limity zjistili, Ze nejsou v pocatku spojité. Neexistenci limity bychom mohli dokazat
téz zkoumanim ,,po osdch“a ,,po diagonale“, tedy skladanim s ¢ — (¢,0), t — (0, t)
at— (t,t). Tim bychom ovSem dospéli k tomu, Ze tato cesta k cili nevede a pak
bychom jisté pristoupili ke zkoumani diferencialu podle definice jako vyse. Protoze
funkci f 1ze spojité dodefinovat nulou v poc¢atku, nelze nutnou podminku spojitosti
uzit k vyvraceni existence diferencialu v tomto pripadé. Je proto dobré ziskat cit
pro to, kterému postupu dat prednost, abychom aspon nad jednodussimi piiklady
neztraceli pfilis mnoho ¢asu.) [

8565.  Derivace ve sméru. K vypoctu derivace ve smeéru je ¢asto vyhodné uzit
totalni diferencial, pokud existuje:
Ezistuje-li totdini diferencidl df (a) funkce f z R™ do R, pak derivace ve sméru

h € R" (Onf(a) = }51(1) w) je rovna hodnoté dy f(a) tohoto diferencidlu

v h. Poznamenejme, Ze geometricke predstavé sméru odpovidaji jen nenulovd h a
Ze nekdy se o derivaci ve smeéru mluvi jen v pripadé, Ze ||h| = 1.

Priklad Spoctéte derivaci funkce f(z,y) = arctgxzy v bodé (1,1) ve sméru
-1 —1

Reseni. Parcidlni derivace jsou %(w,y) = W a g—i(x, Y) = Trez
funkce dvou proménnych, které jsou spojité na R?2, specidlné jsou spojité v bodé
(1,1). Funkce f ma tedy totalni diferencial v bodé (1,1) a derivace f v bodé (1 1)

ve sméru (=% ot \/—) je rovna hodnoté totélniho diferencidlu df (1,1) v bodé ( )

1-1 _ -1
tedy je rovna 3 \/_ T35 7

. To jsou

§56. Tec¢na nadrovina. Existuje-li totalni diferencial realné funkce vice pro-
ménnych, mizeme mluvit o te¢né nadroviné k jejimu grafu:

Mad-li funkce f z R™ do R totdalni diferencidal v bodé a, pak graf zobrazeni
x €R"— f(a) +dy—of(a), (t.j. mnoZina

(a, f(a)) + L ={(a, f(a)) + (§&n): a €R", (§,n) € L},
kde L je graf zobrazeni df (a)) je teénou nadrovinou ke grafu f v bodé (a, f(a)).

Piiklad Necht T je teéna rovina ke grafu funkce p(x,y) = —z2 — y? +
2 + 4y — 4, kterd je kolm4 k piimce {(¢,t,t) € R?: t € R}. Ve kterém bodé protina
T ,osu z“(t.j. piimku {(0,0,t) € R3;¢t € R})?
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5 Totalni diferencial

Definice 5.1. Funkce f md v bodé a totdlni diferencidl, pokud existuje linedrni
zobrazeni df(a) : R" — R, pro které plati

o Ja+h) = fa) = df (@]

0 [4]] =0
Jingmi slovy plati
. w(h)
fla+h)— f(a) =df(a)[h] +w(h), kde lim —=> =0.
h—0 || Al

Zatimco parcidlni derivace charakterizuje zménu funkce pouze v uréitém
sméru, totdlni diferencidl ndm néco fikd o chovéani funkce pro vSechny malé
prirtustky h. Jeho interpretace je nahrazeni funkce te¢nou rovinou ke grafu funkce
v daném bodé. Pokud mé funkce v néjakém bodé spojité parcidlni derivace, pak
tam ma diferencidl. Plati nasledujici véta.

Véta 5.2. Necht md funkce f: R" — R v bodé a totdlni diferencidl. Pak je v
bodé a spojitd, md v ném parcialni derivace 1. Tadu podle vsech proménnych a
plati df(a)[h] = 37;_; hi0s, f.

Piiklad 5.3. Najdéte totdlni diferencidl funkce f(z,y) = x%+y? v bodé (9, Yo)-
Reseni: Nejdiive vypoc¢teme parcialni derivace podle obou proménnjch v bodé

(w0, %0)-
Ox f(x0,90) = 20, Oy f(x0,%0) = 240 -

Pokud totalni diferencial existuje, ma tedy tvar 2xghy + 2yohs.-
w(h) = f(xo + h1,y0 + h2) — f(z0,y0) — df (x0,yo)[h] =
= (xo + 1) + (yo + h2)? — 2§ — y3 — 2w0h1 — 2yohs = hY + I3
w(h)

= g = lim ||h]| = 0.
h—0 [|h|| k=0 ||h]]  r—0

Totélnim diferencidlem funkce f v bodé (xo,yo) tedy je 2zoh1 + 2yohs.

Ly x, 0,0
Pi¥iklad 5.4. Urcete, zda funkce f(z,y) = {Vm2+y2 (z.4) # (0,0) md v po-

0 (z,y) = (0,0)

catku totdlni diferencidal.

Reseni: Protoze funkci nelze v poc¢étku derivovat (nemé tam smysl), vypocitame
derivace pfimo z definice

z—0 xT z—=0 X
tim OV =J00) _ ) 020
y—0 Yy y—0 y



