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Poznamka 1. Funkce f(z,y) = = a f(z,y) = y. Spojitost funkei je pak zachovéna
aritmetickymi operacemi (krom déleni 0) i skladdnim.

Uloha 2. Peélivé zdivodnéte, ze nasledujici funkce jsou spojité (na svém Dy):

1.

sin

x2

— B
Reseni: Funkce f(z,y) = = a f(x,y) = y jsou spojité (vizte pozndmku). Je-
jich souciny jsou taky spojité, tedy mame spojitost zy, 2 a 3°. Rozdil a podil
spojitych funkei (paklize nedélime 0) je také spojity, mame tedy spojitost funkce
x;’”_yy3 na mnoziné [x,y] € R? : 22 # y3. Funkce f(z) = sin z je také spojitd a tedy
slozeni funkei sin I;iyy3

je také spojité na [z,y] € R? : 22 # y3.

. arctan (z° + y?)

Reseni: Podobné.

. ln(e|x2_y2‘ +1)

Reseni: Podobné.

(z +y)*™

Reseni: Piepiseme jako e®¥2(*+%)  Definiénim oborem pak je [z,y] € R?: x+y >
0. Pak uz postupujeme analogicky.

Uloha 3. Nechf f(z) = 22. Najdéte vzory mnozin:

1.

{4}
Reseni: Z grafu: {—2,2}

. (0,9)

Reseni: (—3,0)U (0,3)
[0,9)

Reseni: (—3,3)

[1,9]

Reseni: [—3,3]

. (—2,00)

ResSeni: R
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6. {—4}
Reseni: ()
Uloha 4. Nechf f(z) = sinz. Najdéte vzory mnozin:
1. {1}
Reseni: {Z + 2kr, k € Z}
2. (—1,1)
Reseni: R\ {Z + kr, k € Z}
3. 10,1)
Reseni: Let A = J,cy [0+ 2km, & + 2kn), B := {m + 2k, k € Z}. The resution
is AU B.
4. (=2, 1]
Reseni: {—Z + 2km, k € Z}
5. (—o0, —3]
Reseni: ()
Poznamka 5. Necht (X,p a (Y,0) jsou metrické prostory a f : X — Y je spojité

zobrazeni. Pak pro otevienou mnozinu G v (Y, 0) je f~1(G) oteviend v (X, p) a pro
uzavienou mnozinu F v (Y, o) je f~1(F) uzaviend v (X, p).

Uloha 6. Urcete, zda jsou nésledujici mnoziny oteviené nebo uzaviené a peclivé zduvodnéte:

L {[z,y] €R? : 2® —y® <2}

Reseni: Definujme funkei f(z,y) = 22 — 3. Funkce je spojita (ndsobeni a rozdil
spojitych). Daéle uvazujme interval (—oo,3), ktery je otevieny. Mnozinan pak
je rovna f~!((—00,3)), tedy vzoru otevieného intervalu pii spojitém zobrazen.
Tedy je oteviend.

2

2. {[z,y] € R? : arctan (z* + ¢*) > 5}
Reseni: f(z,y) = arctan (22 4 y?), interval I = (5,00) je oteviend mnozina.
Tedy f~1(I) je oteviena.

3. {[z,y] € RZ: =3 < /"1 < 2}
Resenti: f(z,y) = e’ interval I = (—3,2) je oteviena mnozina. Tedy f~(I)
je oteviena.

4. {[z,y) eR*:0<2<1,-3<y<3,z4+y <5}

Reseni: f(z,y) = x +y, interval I = (—o0, 5] je uzaviend mnozina. Tedy f~(I)
je uzaviena.
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Dale g(x,y) = =, interval J = [0, 1] je uzaviend mnozina. Tedy g~1(J) je uzavien4.

Dale h(x,y) = y, interval K = [-3,3] je uzaviend mnozina. Tedy h~'(K) je
uzaviena.

Dohromady: prunik 3 uzavienych je uzaviena.

Uloha 7. Urcete, zda jsou nasledujici mnoziny omezené:

1.

Alz,y] € R?: i <§}

{[z,y] € R?: 2? +4? < 3}
Reseni: Ano, pifmo z definice se vejde do koule B(0,v/3).

1 1
. R?: —+-<1
(] €R: 5+ <10}

Reseni: Ne. Uvazujme napi. mnozinu: y =1 a x > 1.

Alz,y] eR? 2?4+ 2% < 1}

Reseni: Ano, neb 22 +¢% < 2?2 + 22 < 1.

A[z,y] € R? : sin(zy) < 1}

Reseni: Ne, nerovnost je splnéna pro celou rovinu.

Alz,y] e R?: 2% 440 < 2}

Reseni: Ano, plati || < 2 a |y| < 2, coz je Ctverec, ktery je jisté omezend
mnozina.

1

2+ y?
Reseni: Ne. Mame 2zy < 22 + % tedy 0 < 22 — 22y + 32, coz je 0 < (z — y)>.
Tedy nerovnici splituje celd rovina krom pocatku, coz neni omezend mnozina.

2

Definice 8. Necht (X,p) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina M C X je v
prostoru (X, p) hustd, jestlize M = X, a 7idkd, jestlize X \ M je hustéd.

Uloha 9. Uréte, zda jsou nésledujici mnoziny husté/tidké (pfip. ani jedno). Urcete
jejich mohutnost:

1.
2.

Q v R husté spocetna
R\ Q v R hustd nespocetna

3. N v R tidka spocetna

4. Z v R 1idka spocetna

Uloha 10. Uréte, zda jsou nasledujici mnoziny husté/fidké (piip. ani jedno):
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1. R v R? #{dk4 3. diferencovatelné funkce v (Cla, b}, psup)
husté, jelikoz obsahuji polynomy

2. polynomy v (Cla,bl, psup) husté 4. jednoduché funkce v (C|a,b], pint)
(Bolzano-Weierstrassova véta) husté - vime z Miry a integralu

Uloha 11. Jak vypadaji husté podmnoziny diskrétniho merického prostoru?
Reseni: Pouze cely prostor. (Vychéazime z toho, ze viechny konvergentni posloup-
nosti jsou od jistého ¢lenu konstantni.)

Uloha 12. Ukazte, ze Cantorovo diskontinuum je uzaviena, nespocetnd a fidka mnozina.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum
ResSeni: http://msekce.karlin.mff.cuni.cz/~slavik/ma6/huste-a-ridke-mnoziny.
pdf
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7 predchozi véty ihned plyne, ze sjednoceni koneé¢ného poctu fidkych mnozin je fidkd mnozina. Spocetné
sjednoceni tidkych mnozin v8ak jiz nemusi byt fidkd mnozina. Na druhou stranu ovSem plati, ze uplny
metricky prostor nemuze byt spocetnym sjednocenim iidkych mnozin — jde o tzv. Baireovu vétu, jedno
z dilezitych tvrzeni moderni matematické analyzy (viz napi. I. Netuka: Zdklady moderni analyjzy, Matfyz-
press, 2014, sekce 3.10 a 3.20).

Piiklad 1.8. Péknym netrividlnim piikladem #{dké mnoziny na redlné ose je tzv. Cantorovo diskontinuum.
Zagneme tim, ze polozime Cy = [0, 1]. Dals{ krok je induktivn{: Méme-li mnozinu C,,_1, pak C,, vznikne
odebrénim otevienych prostiednich tfetin intervali nachédzejicich se v C,,_1. Postupné tedy konstruujeme
nekonecnou posloupnost mnozin Cy = [0, 3] U [2,1], Co = [0, ] U [2, 5] U [3, 5] U [3,1], atd., viz obr. 1.
Cantorovo diskontinuum pak sestdvé z bodu intervalu [0, 1], které nejsou odebrény v zddném kroku tohoto
procesu, tj. jde o mnozinu C' =2, C,,.
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Obrézek 1: Mnoziny Cy az Cj (shora dolil) z definice Cantorova diskontinua. Cisla udavajici hranice
intervalt jsou zapsana v trojkové soustave.

Muzeme ji popsat jesté jinym ekvivalentnim zpusobem: C' obsahuje préavé vSechna redlnd ¢isla z [0, 1],
kterd lze v trojkové soustavé zapsat bez pouziti jednicky. Skutecéné, C; vznika z Cy tak, ze vynechavame
viechna ¢isla, kterd maji v trojkové soustavé na prvnim misté za desetinnou ¢arkou jednicku. (Cislo %
m4 sice v trojkové soustavé zépis 0,1, ale také 0,02, tj. 1ze je vyjadiit bez pouziti jednicky). Podobné Cy
vznika z C7 odebranim vsech ¢isel, kterda maji jednicku na druhém misté za desetinnou ¢arkou, atd.

Vsimneme si nékterych vlastnosti mnoziny C'

e C je uzaviend, nebot je prinikem uzavienych mnoZin.

e (' je nespocetna: Libovolné ¢islo z intervalu [0,1) muzeme zapsat ve dvojkové soustavé, nédsledné
viechny jednicky nahradit dvojkami a vysledek interpretovat jako trojkovy zapis ¢isla z C. Tento
proces odpovidd prostému zobrazeni nespocetné mnoziny [0, 1) do C, kter4 je tedy rovnéz nespocetna.

e C je Fidkd: Podle tfet{ ¢asti véty 1.5 staci ukdzat, ze [0,1] \ C je hustd v [0, 1]. To je pravda, nebot
libovolné blizko k libovolnému &islu z [0, 1] existuje éislo, které nelze v trojkové soustavé zapsat bez
pouziti jednicky (staci vzit dané ¢islo a dostateéné daleko za desetinnou ¢érkou zménit viechny cifry
na jednicky).

e (' mé nulovou Lebesgueovu miru. Mira intervalt, které postupné odstranujeme z [0, 1], je totiz

1 1 1 > 1 Te=/2\" 1 1
1. 242 244 — 4 ... = on == ) == =1.
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Vidime, ze Cantorovo diskontinuum je z pohledu teorie mnozin velkou mnozinou, avsak z pohledu met-
rickych prostort i teorie miry jde o mnozinu malou.

Podobnym zpusobem jako Cantorovo diskontinuum na piimce vznikaji i dalsi zajimavé objekty, jako je
napt. Sierpiniského koberec v roviné (obr. 2) a Mengerova houba v prostoru (obr. 3). Opét jde o uzaviené
nespocetné fidké mnoziny nulové miry, navic to jsou jednoduché populdrni priklady fraktdla.



Uloha 13. 1. Najdéte posloupnost uzavienych mnozin Fy C F» C ---, ze |, Fy je
oteviena mnozina.

Reseni: Reseni: Napi. F, = [-1 — %, 1+ %], jejich sjednoceni je (—1,1).
2. Najdéte posloupnost otevienych mnozin G; O Gg D ---, ze (), Gy je uzaviena
mnozina.

Reseni: Napt. G, = (—1,1) jejich primik je {0}.

Poznamka 14. Uvazujme mnozinu vSech omezenych redlnych posloupnosti {x,} Pak
definujeme metriku

poo(l'ay) = sup |1:n - yn|
neN
Uloha 15. Uvazujte prostor [® a jeho podmnozinu M posloupnosti takovych, ze
maji pouze konetné mnoho nenulovych ¢lentu. Najdéte cauchyovskou posloupnost v
M takovou, ze nekonverguje v M. Tedy ukazte, ze M neni uplny.
Reseni: Uvazujme pro pevné n posloupnost mgl

n __
5]

Pak (posloupnost posloupnosti) 2™ konverguje k posloupnosti z; = %, ktera ale nelezi v
M. M tedy neni uplny.

) j§n7

O <~

, J>n.

Poznamka 16. V prostoru C([0, 1]) uvazujeme supremovou metriku

poo(frg) = sup |f(x) — g(x)|.
z€]0,1]

Uloha 17. Ukazte, ze posloupnost funkef fn(x) = 2™ konverguje k funkci f(z) =1 v
prostoru C(]0, 1], pint), ale ne v C([0, 1], psup)-
ResSeni: V integracni metrice mame:

1 1 1
l-andr=1- 1+,
0 ﬁ‘i‘l

coz konverguje k 0.
V supremové metrice ale mame

1
max 1 —z» = 1.
0<z<1
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Definice 18. Rekneme, ze posloupnost {z,} v metrickém prostoru (X, p) je cauchy-
ovskd, jestlize
Ve >0 dng Vn,m >ng : p(p, Tm) < €.

Definice 19. Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je tplng, jestlize kazdé cauchyovska
posloupnost prvki z X je konvergentni.

Definice 20. Rekneme, Ze metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloup-
nosti prvku v X Ize vybrat konvergentni podposloupnost.

Uloha 21. Ujasnéte si, jak presné se lisi definice uzavienosti, uplnosti a kompaktnosti.

Uloha 22. Ukazte, ze diskrétni metricky prostor je kompaktni, pravé kdyz X ma
koneéné mnoho prvkii.

Reseni: Posloupnost v diskrétnim metrickém prostoru je konvergentni pravée tehdy,
kdyz je od jistého ng konstantni.

Aby tedy bylo mozné z kazdé posloupnosti vybrat konvergentni podposloupnost,
nesmi byt v této posloupnosti nekone¢né ruznych prvku.

Uloha 23. Nechf f: X =Y jespojitd funkce a {x,} je cauchyovskd posloupnost v X.
Je pravda, ze pak f(x,) je cauchyovskd v Y7

Névod: Pokud se Vam Spatné predstavuje cauchyovskad posloupnost, pfemyslejte o konvergentni
posloupnosti v R.

Reseni: Nepravda. Protipifklad: f(z) = 1, z, = % Pak % je cauchyovskd, ale
f(zp) = n nikoli.

Uloha 24. Nechf z, je cauchyovskd posloupnost, necht déle z,, — x je jeji konver-
gentni podposloupnost. Ukazte, ze také x,, koverguje k x.

Reseni: Zvolme € > 0. Protoze z,, je cauchyovskd, tak existuje ny: p(z,, z,) < £/2
pro vSechna m,n > nj.

Dale, protoze x,, je konvergentni podposloupnost, tak existuje na: Dale, protoze x,,,
je konvergentni podposloupnost, tak existuje ng: p(xy,, ) < €/2 pro vsechna k > ns.

Zvolme ng = max{nj,na}. Pak pro n > ng mame

p(mn,x) S p(mn’xnk) + P(l'nk,-f) < 6/2 + 6/2 =¢.
Tedy x, — .

Uloha 25. Je kazda cauchyovska posloupnost z, omezend? Dokazte, nebo najdéte
protipiiklad.

Névod: jak to bylo v R'?

Reseni: Ano.

Zvolme ¢ = 1. Protoze x, je cauchyovska, existuje ng: p(xm,z,) < 1 pro vsechna
m,n > ng.

Polozme A = max; j—12 . .no{p(xi,2;)} a B = max{A,1}.

Pak p(xm,x,) < B pro m,n > 1. Tedy posloupnost {x,} je omezena.
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Uloha 26. Je kazd4d omezend posloupnost cauchyovska? Dokazte, nebo najdéte pro-
tiptiklad.
Reseni: Nikoli, uvazujme (—1)" v R.
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