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Poznamka 1. Funkce f(z,y) = = a f(z,y) = y. Spojitost funkei je pak zachovéna
aritmetickymi operacemi (krom déleni 0) i skldddnim.

Uloha 2. Peclivé zduvodnéte, ze nasledujici funkce jsou spojité (na svém Dy):

1. Sln% 3 ln(e"'EQ*yz‘ + 1)
e =y

2. arctan (z° + y?) 4. (z+y)™
Uloha 3. Necht f(z) = 2%. Najdéte vzory mnozin:
1. {4} 3. [0,9) 5. (—2,00)
2. (0,9) 4. 1,9] 6. {—4}
Uloha 4. Nechf f(z) = sinz. Najdéte vzory mnozin:
1. {1} 2. (~1,1) 3. 0,1) 4. (=2,-1] 5. (—o0,—3]

Poznamka 5. Necht (X,p a (Y,0) jsou metrické prostory a f : X — Y je spojité
zobrazeni. Pak pro otevienou mnozinu G v (Y,0) je f~1(G) oteviend v (X, p) a pro
uzavienou mnozinu F v (Y, o) je f~1(F) uzaviena v (X, p).

Uloha 6. Urcete, zda jsou nasledujici mnoziny oteviené nebo uzaviené a pec¢livé zduvodnéte:
1 {[z,y] e R?: 2% — 33 <2}
2. {[z,y] € R?: arctan (2* + y*) > 5}
3. {[r,y) e R*: -3 < el v’ < 2}
4. {[z,y] eR?:0<x<1,-3<y<3,z+y<5}
Uloha 7. Urcete, zda jsou nasledujici mnoziny omezené:

1 {[z,y] € R?*: 2* +y* < 3}

1 1
2. R?: —+-<1
{lz,y] € = +y < 10}

3. {[z,y] € R?: 22 + 22 < 1}
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4. {[z,y] € R? : sin(zy) < 1}
5 {[z,y] € R?: 25 + 9% < 2}
Ty 1

5

— <
24+y2 2

Definice 8. Necht (X,p) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina M C X je v
prostoru (X, p) hustd, jestlize M = X, a 7idkd, jestlize X \ M je husta.

Uloha 9. Uréte, zda jsou nésledujici mnoziny husté/ifdké (pifp. ani jedno). Urcete
jejich mohutnost:
1. QvR 2. R\QvR 3. NvR 4. Zv R
Uloha 10. Uréte, zda jsou nasledujici mnoziny husté/fidké (piip. ani jedno):
1. RvR? 3. diferencovatelné funkce v (Cla, b}, psup)
2. polynomy v (Cla,b], psup) 4. jednoduché funkce v (Cla, b, pint)

Uloha 11. Jak vypadaji husté podmnoziny diskrétniho merického prostoru?

Uloha 12. Ukazte, ze Cantorovo diskontinuum je uzaviend, nespocetnd a ridkd mnozina.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum

Uloha 13. 1. Najdéte posloupnost uzavienych mnozin Fy C Fy C ---, ze |, F» je
oteviend mnozina.

2. Najdéte posloupnost otevienych mnozin G1 D G D -+, ze [, Gy je uzaviend
mnozina.

Poznamka 14. Uvazujme mnozinu v8ech omezenych redlnych posloupnosti {z,} Pak
definujeme metriku

Poo(T,y) = sup [T, — Ynl.
neN

Uloha 15. Uvazujte prostor [*° a jeho podmnozinu M posloupnosti takovych, ze
maji pouze konet¢né mnoho nenulovych ¢lenu. Najdéte cauchyovskou posloupnost v
M takovou, ze nekonverguje v M. Tedy ukazte, ze M neni iplny.

Poznamka 16. V prostoru C([0,1]) uvazujeme supremovou metriku

poo(frg) = sup |f(z) — g(z)|.

z€|0,1

Uloha 17. Ukazte, ze posloupnost funkef fn(x) = 2™ konverguje k funkci f(z) =1 v
prostoru C(]0, 1], pint), ale ne v C([0, 1], psup)-
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Definice 18. Rekneme, ze posloupnost {z,} v metrickém prostoru (X, p) je cauchy-
ovskd, jestlize
Ve >0 dng Vn,m >ng : p(p, Tm) < €.

Definice 19. Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je uplny, jestlize kazd4d cauchyovska
posloupnost prvki z X je konvergentni.

Definice 20. Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloup-
nosti prvka v X Ize vybrat konvergentni podposloupnost.

Uloha 21. Ujasnéte si, jak presné se lisi definice uzavienosti, uplnosti a kompaktnosti.

Uloha 22. Ukaite, ze diskrétni metricky prostor je kompaktni, pravé kdyz X ma
koneéné mnoho prvki.

Uloha 23. Nechf f: X =Y jespojita funkce a {x,} je cauchyovskd posloupnost v X.
Je pravda, ze pak f(z,) je cauchyovska v Y7

Névod: Pokud se VAm Spatné piedstavuje cauchyovska posloupnost, premyslejte o konvergentni
posloupnosti v R.

Uloha 24. Nechf x,, je cauchyovskd posloupnost, necht dale x,, — z je jeji konver-
gentni podposloupnost. Ukazte, ze také x,, koverguje k x.

Uloha 25. Je kazda cauchyovska posloupnost z, omezend? Dokazte, nebo najdéte
protipiiklad.
Névod: jak to bylo v R*?

Uloha 26. Je kazd4 omezens posloupnost cauchyovska? Dokazte, nebo najdéte pro-
tipiiklad.
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