Definiénim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Obrézek 2: Graf funkce f(z,y) = z+y (vlevo) a jeji parcidlni derivace podle pro-
ménné y (vpravo).Grafem funkce f(z, y) je naklonéna rovina, grafem jeji parcialni
derivace podle proménné y je rovina ve vysce 1 rovnob&Zna s rovinou (zy).

@f{m, y) = 35z — dy? + 322y
Reseni
Definiéni obor této funkce je Dy = R2.

Postupujeme zde jako v pfedchozim pfikladu. Vyu#ijeme vztah pro derivaci

funkce jedné proménné, a to (z") = n - 2"~ . Dostavame:
fi(x,y) =35+ 32y =35+ 6y

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je
Dy, = R?

U parciélni derivace funkce f podle podle proménné y postupujeme jako u
derivace funkce f podle proménné z s tim rozdilem, Ze proménna z je pro

nas konstanta a derivujeme podle proménné y.
fo(z,y) = -8y +2 -3z = 6z — 8y

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Df{,. — RQ
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Obrézek 3: Graf funkce f(z,y) = 352 —4y®+ 322y (vlevo) a jeji parcidlni derivace
podle proménné x (vpravo). Funkce f je vzhledem k proménné y linearni, tj.
pro pevnou hodnotu y je grafem funkce pfimka. Na obrdzku je ¢ernou linkou
znazornén graf funkce f pro hodnotu y = 0. Parcialni derivace funkce f podle
proménné z pak pro pevnou hodnotu proménné y pfedstavuje funkci konstantni,
jejim grafem je pfimka rovnobéZné s rovinou (zy). To lze pozorovat na obrazku
vpravo, kde je ¢ernou linkou znazornén graf parcidlni derivace funkce f podle
proménné x pro pevné zvolené y = 0.

Obrézek 4: Graf funkee f(z,y) = 35z —4y%+ 322y (vlevo) a jeji parcialni derivace
podle proménné y (vpravo). Pro pevné zvolené x = 0 je grafem funkce f parabola
znazornéna modrou kfivkou. Grafem parcidlni derivace funkce f podle proménné
x je pro stejnou hodnotu proménné z, tj. z = 0, pfimka.

3. f(z,y) = In(z)cosy
Reseni
Defini¢ni obor této funkee je Dy = {(z,y) € R? : = > 0}.

Pfi vypoctu parcidlni derivace funkce f podle proménné x postupujeme

tak, Ze cosy budeme bréat jako konstantu. Funkci In(x) budeme derivovat

podle vztahu pro derivaci funkce jedné proménné, (Inz) = %, tudiz:

fa(@,y) = 3 cosy

Defini¢nim oborem parcidlni derivace funkce f podle proménné z je
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Df; = {(;r,,y) eR2:z> O}

Defini¢éni obory parcidlnich derivaci musi byt podmnoZinou definiéniho oboru
zadané funkce. Proto zde neni defini¢nim oborem Dy, = {(z,y) € R* : & # 0},
ale Dy = {(z,y) € R?: z > 0}.

Obréazek 5: Graf funkee f(z,y) = In(z) cosy (vlevo) a jeji parcialni derivace podle
proménné z (vpravo). Na obrazku je ¢ernou linkou znézornén graf funkce f pro
hodnotu y = 0 a modrou linkou graf funkce f pro hodnotu z = e. Parcialni deri-
vace funkce f podle proménné z v grafu funkce f(z,y) pfi pevném y piedstavuje
funkei 1 (Cerna linka), ktera vznikla derivaci funkce In(z).

Nyni postupujeme opacné nez v predchozi situaci, budeme derivovat funkci
J podle proménné y. Funkce In(z) pro ns bude vystupovat jako konstanta

a derivujeme funkci cosy podle vztahu (cosy)’ = —siny. A dostaneme:
fo(@,y) = In(z)(—siny) = —In(z) siny

Definiénim oborem parciélni derivace funkce f podle proménné y je

Df{r — {(x,y) eER?:2> U}

(M) (4)f(,y) =2

. s

Reseni
Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(z,y) € R? : z # 0}.

Tuto funkeci si nejdfive rozlozime na sou¢in dvou zakladnich elementarnich
funkci podle jednotlivych proménnych. U parcialni derivace funkce f podle

proménné x si nebudeme vsimat funkce sin(y?) a budeme se zabyvat pouze
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Obrazek 6: Graf funkce f(x,y) = In(z)cosy (vlevo) a jeji parciilni derivace
funkce f podle proménné y (vpravo). Parciélni derivace funkce f podle proménné
y v grafu funkce f(z,y) pfi pevném z = e predstavuje funkci —siny (modra
linka), kter& vznikla derivaci funkce cos z.

funkef 1. Vyuzijeme vztah pro derivace funkce jedné proménné (z") =

1

n-a"!, stadi si pfedstavit, ze 2 = z~!. Pak snadno ziskame:

2

f;(ﬁ?, y) = gin yz . (—]_) 3 1_12 _— ___ﬁi;:;z
Defini¢nim oborem parcilni derivace funkce f podle proménné z je

Dy = {(z,y) € R? : z #0}.

Obrazek 7: Graf funkce f(z,y) = %y: (vlevo) a jeji parcidlni derivace podle
proménné z (vpravo). Cernd linka predstavuje graf funkce pro pevné zvolené
Yy = \/;.tj. graf funkce % v pripadé funkce f a graf funkce —;15 v pfipadé f..
Modré linka zase graf funkce f a f. pevné zvolenou hodnotu z = 1.

V piipadé derivovani funkce f podle proménné y budeme muset pocitat
derivaci slozené funkce siny?® a to tak, Ze pouZijeme vztah (g (h(y)))" =
g (h(y)) - I'(y), kde g pro nas predstavuje funkce siny a derivujeme podle
vzorce (siny)’ = cosy a funkci h ¢ili y? derivujeme podle (y*) =n-y* ! s

tim, Ze % bereme jako konstantu a neviimame si ji. Pak:
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fi(z,y) = L cos(y?)2y = 2eosy®

T P
Definiénim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je
- ; o
Dy, = {(z,y) € R? : 2 # 0}.

Obrézek 8: Graf funkce f(z,y) = ﬂ“;ﬁ (vlevo) a jeji parcidlni derivace podle
proménné y (vpravo). Cerna linka predstavuje graf funkce f a fy pro pevné
zvolenou hodnotu proménné y = \/g Modra linka pfedstavuje graf funkce pro
pevné zvolené x = 1, tj. graf funkce sin y* v piipadé f a graf funkce 2y cosy?® v
piipadé f,.

5. f(a,y) = L=

£/ 249y

ReSeni
Defini¢ni obor této funkce je D; = {(z,y) € R?: 22 + 9y > 0}.

U obou parcialnich derivaci funkce f budeme muset vyuZzit vztah pro vy-

pocet derivace podilu funkci a to: (Z—((i-fj%); = h"(w’y)'g@z;’?;y’;gg’y)'g;‘(J:’y).

Pii vypoc¢tu parciélni derivace funkce f(z,y) podle proménné z, budeme
muset pouzit vztah (g (h(z))) = ¢ (h(z))- k' (x), ktery vyuZijeme k derivaci
funkce cos® x. Funkce g je pro nas mocnina, jeji derivaci dostaneme 2 cos &
a funkce h pfedstavuje funkci cosz, kterou derivujeme podle (cosz)’ =
—sin x. JeSté musime spocitat druhou sloZenou funkci a to \/m Tuto
funkci si pfedstavime jako: (3:2+Qy)% a poté uz ji derivujeme podle znamého

vzorce. Nyni uz miZeme dosazovat do vzorce pro derivaci podilu funkei.
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— 8 . = 2 1
f’(;{; y) _ [y2cosm( sinx)-14/ 2249y | —y cos z2vm2$ _
A Sl m2+9y

—ycos x| 2sinxy/ 22 +9y+T cos & ——mt
v ( ¥ Vz249y S

22 +9y

2sinx z:glg }:z:coa:z:)

z<4 9y
z2+9y \/($2+gy):s

¥ COSI( —y cnsx[Z sin z(2?2+9y)+x cnsm]

Defini¢nim oborem parciilni derivace funkce f podle proménné z je

Dy = {(z,y) € R? : 2% + 9y > 0}.

-2 x

r2

Obrazek 9: Graf funkce f(z,y) = —J’% (vlevo) a jeji parcialni derivace podle
Yy

proménné x (vpravo). Na téchto grafech je patrné omezeni definiénim oborem
Dy = {(z,y) € R*: 22 + 9y > 0}, jehoZ hranici je parabola. Cerna linka pfed-
stavuje graf funkce pro pevné zvolené y = 1 a modra linka pevné zvolené z = 0.

Daéle derivujeme funkci f podle proménné y, postup vypoétu je zde stejny,
jako v predchozim p¥ipads, ale funkce cos®z si neviimame, proto se nam

situace ulehdci.

o 2 _ 2 1 o 2 .3 1
cos® o/ x% 49, cos® x 9 cos® x| 4/ x*+9
i, b=y /=40y ( i 2y;,7:z:§+!-)y) o

)
fy(ms y) - z2+9y 1‘2+9y
2 ]
2 z“+8y—5y
B cos x(Tz—z—: e ) " Coszx(m2+%y)
2249y \/(I2+9y)3

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Df::. = {(:.':,y) € ]R2 - I2+9y > 0}

Ae. ( 6. f(z,y) = zy g (f;)

Reseni
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Obrazek 10: Graf funkce f(z,y) = L jeji parcialni derivace podle pro-

Va2 49y

ménné y.

Definiéni obor této funkce je Dy = {(:r.,y) eR?:y # 0,—;— #Ztkmke Z}.
Nejprve budeme derivovat funkci podle proménné z. VyuZijeme vzorec pro
soutin (h(z) - g(z))' = I'(z) - g(z) + h(z) - ¢'(x). Kde h(z) pro nas bude zy
a g(r) pak tg (ﬁ) Déle vidime, Ze tg (ﬁ) budeme muset derivovat jako

slozenou funkei, kde vyuzijeme vztah: (g (h(z))) = ¢’ (h(z)) - h'(z). Vzorec

pro vypocet derivace tgx je (tgx) = Eo_slﬁ_a»

! _ [ 1 1 _ x T
-ﬁﬁmy)—*ytg(y)'+$y;§@§y‘—ytg(y)4';§@5
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je

Dﬁzﬁaweﬁ%y%mg%g+m¢ez}

Obrézek 11: Graf funkce f(z,y) = zy tg (%) a jeji parcialni derivace podle pro-
meénné z.

U derivace funkce podle proménné y postupujeme jako u predchozi derivace,

s tim rozdilem, Ze nyni # bude brano jako konstanta.
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Znacime-li v R? proménné z, y, z a je-li (a,b,c) € R3, mizeme pislusné parciilni
derivace zapsat ve tvaru
df(a,bc)  0f(a,bc) If(a,b,c)
ox Ay : Oz ’

Poznamka 14.6. Podle definice je parcialni derivace 8; f(a) rovna

lim
t—0

(16) flai, - 051,00 + 4,001, 0 ,0p) — fla1, -« @i, 04, Big1, 00, 0p)
1

?

v ¢itateli se méni pouze i-t4 soufadnice, ostatni soufadnice jsou konstantni. Polozi-
me-li tedy

(17) wi(t) .= flar,  ,aic1,t, aig1, -+ ,ap),
je patrné, ze
(18) i f(a) = @i(a;).

Pareidini derivovdni podle i-té proménné se tedy redukuje na ,obycejné” derivo-
vdni podle této proménné, pii némz se ostatni proménné chovaji jako konstanty.
Ctenéf snadno ovéfi, %e pro vektorové funkce f, g plati rovnost

(19) 0i(f £ g)(a) = 0; f(a) £ O;g(a),

ma-li prava strana smysl; pro skaldrni funkee je navic

(20) 0i(fg)(a) = dif(a) - g(a) + f(a) - Dig(a),

mé-li prava strana smysl, a

I\, oy 9if(a) - g(a) — f(a) - Oig(a)
S = =]
ma-li prava strana smysl.

Pfiklad 14.4°. 1. Defini¢nim oborem funkce f(z,y) := 2¥ (= exp(ylgz)) je
oteviena polorovina R, x R; v kazdém jejim bodé (z,y) je

Of(z,y) _ . 41 0f(z,y)
ya¥~! v

Ox ’

=x¥lgx.

2. Vektorové funkee f(z,y,z) := (e*¥*, z sin(z/y)) ma ve svém defini¢nim oboru
{(z,y,2); y # 0} (geometricky: R3 bez roviny xz) tyto parcialni derivace:

8f(33, ys Z) TYz < T af(w! '_U, Z) i TH €Tz <z
—-—8;1,‘ =('yzey,-§CDS§), —62’——:(.’1}269,-5’—2 C(_}Sa),
3_}"(.’-:":, y,Z) e TYyz A
T_ (fﬂyﬁ ,sm;).
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fy(w,y) = wtg (2) + oy iy (D = o8 () - 7220
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy, = {(@,5) €R*:y £0,2 # F +km k€ Z}.

Obrézek 12: Graf funkce f(z,y) = zy tg (ﬁ) a jeji parcidlni derivace podle pro-
ménné .

(7./f(z,y) = ze™

Reseni
Defini¢ni obor této funkce je Dy = R
Nejprve vyuzijeme jiz znAmy vztah pro soucin (h(z) - g(x)) = h'(z)-g(x) +
h(z) - ¢'(z). Kde funkce h(z) pfedstavuje funkei z a g(z) funkci e®¥. Déle
vyuZijeme vztah (e”) = e®. A poté je$té musime zderivovat exponent, ¢ili
(zy)e = .
fa(z,y) = e + ze™y = e™ + zye™
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné = je
Dy =R2
Zde nam ubude prace se soucinem, protoze x mame jako konstantu, proto
vyuzivame pouze vztahu (e*) = e”

! . x g
fy(z,y) = ze™z = x%e™
Definiénim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je
Df; = RZ'

20



Obréazek 14: Graf funkce f(z,y) = ze™ a jeji parcidlni derivace podle proménné

/&S/If(:r: y) = arcsin (}xi)

Reseni

Defini¢ni{ obor této funkce je Dy = {(z,y) e R?: —z <y < z,z >0} U
U{(z,y) eR?: —z >y >x,2 <0}

Zde méame opé&t slozenou funkci, kterou budeme derivovat podle (g (h(z)))" =

g (h(z)) - K'(x). Kde g(z) bude reprezentovano funkci arcsinz a funkce

Y pro néas bude pfedstavovat h(z). Pro derivaci arcsinz vyuzijeme vztah

(arcsinzx) = \/11__55 Na z&vér si jesté ¥ vyjadiime jako y - 27!, pak jiz lehce

spocteme parcialni derivaci funkce f podle proménné x.

!’ = 1 -—1.%:__.. ; _J%._.
G = A = =

Defini¢nim oborem parcidlni derivace funkce f podle proménné z je
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Obrézek 15: Graf funkce f(z,y) = arcsin (%) a jeji parcidlni derivace podle pro-
ménné z.

Zde je postup pro derivace uplné stejny, pouze funkei £ derivujeme podle

Y.

T [ S g 1
L =Ry =
Definiénim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy = {(:c,y) e R%: g; < 1}:1:7&0}.

Obrézek 16: Graf funkce f(z,y) = arcsin (%) a jejl parcialni derivace podle pro-
ménné .

/ (2 f(2,3) = (& +9)°
g/ Reseni

Definiéni obor této funkce je Dy = {(x,y) € R? : z + y > 0}.
22



U paricalni derivace funkce f(z,y) podle proménné z budeme vyuZivat

vzorec (h(:{:)g(x))’ = (fzg(x)"“"‘b(“"'))f = h(z)9 (g’(:c) ‘Inh(z) + g(x) - i’{(;])).

Ted jiz zbyva jen dosadit.

fley) = @+y)7 1o +y) + o] = @+ ) (@ +y) + 5]

Definiénim oborem parcidlni derivace funkce f podle proménné z je

Dy ={(z,y) eR?: z+y > 0}.

Obréazek 17: Graf funkce f(z,y) = (z + y)" a jeji parcialni derivace podle pro-
ménné .

10.

Parcidlni derivaci funkce f podle proménné y, derivujeme podle vzorce

n—1

(y") = n-y™ ' s tim, Ze pak jesté musime zderivovat vnitini funkci, v

nasem pripadé vSak derivace (y)' = 1.
fy(@,y) =z (@+y)""

Defini¢nim oborem parciélni derivace funkce f podle proménné y je
Dp ={(z,y) € R?: 2 +y > 0}.

Poznamka 1.6 Podobné postupujeme pii vijpoctu parcidlnich derivact funkce

tri proménnych. CoZ si ukdZeme na ndsledujicim prikladu.

f(z,y,2) =222+ In(2y — 22)

Reseni

Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(z,y,2) € R*: 2y — 2z > 0}.
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(14

T

12

13.

14.

; _q. 1 2 - B2
fw(x’ y) 3. - 5 !_(xyz)‘]y 5%/ (zy?)8

o o) — 3. 1 — _ Gzy
fol@) =3 coreamey = e

Dy ={(z,y) e R?: ay* > 0}

Df:'; —] Dfi‘; = {(:L}y) (= RQ : 3:y2 > 0}

f@,y) = yE+ o
Reseni

tapd-c@) 3y _ | @wd-ienen -

f@y) = ysiz +

(zy)3 e (aw)? a
_ oy @it 23,
vz (ay) TAET gyt TaE T T
—4 —d 4 5
fy@y) = v+ a(=3)ey) S = VE - jayHei = Vo - L2

Df:Df; ZD}'{’ = {(J,,Tj) €R21x>0,$y> U}

fla,y) ==

y—x
Reseni
! — =) —(uta)(-1) _ y—z+ty+z _ _ 2y
fa(z,y) = A= = IEE = LA
(e o) = Y=B)—(y+2) _ y-z-y—a _ _ 2
fy(i,y) w-z* = (y-=)? = (y-z)?

Dy =Dy, = Dg, = {(z,y) €R?* : z # y}

flz,y) = St

Reseni



Df =Dﬂ :Df-j:, = {(:r,y) ERQZ,’£7£O}

(15 o) = b (£2)

1o

Reseni

=1, (=t | {etp)t| 2, (=iy) |zoy—eoy)
faol@y) = 3 (I—}ﬁ) [ (=)’ } =B (m) [ @) ]

= 1. —2y A

PR T N ) B ey
; z L{z—y)—(rtu) (=D | _ 1 + r—ytzty | _

fyfw,y) = - (2) [Mempzlapn] 1 (o) [z

el o 2z o

T2 (ztw)la-y) T at-y?

Dy =Dy =Dp = {(z,y) €R? 1y > —a,y < 2}U{(z,y) € R? 1 y < —z,y > 2}

- oty
1%, f(z,y) = arccotg (x_y)

J Reseni
f;(:r} y) = = (j,‘_ 0 I“y_":r;y = + 2?3 g -2 2
1+ﬁ%, (z—w) (z4+uy)*+(z—y) T3ty
1 = 1 r—y—(z+y)(=1) _ z—ytazty _ _ =
B(#Y) = —Tomr T gt T e

(x—y)

Di = {(z,y) eR?: z # y}

Df;: :Df!'; = {(.’L‘,y) ER23$7£Q}
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1 -1 0 4 5 1 =1 0 4 5

2 2 2 0 1 0 4 2 -8 -9

3 -2 1 1 1 ; 0 1 1 =11 -14 ],
-1 0 3 =2 =2 0 -1 3 2 3

0 -10 -2 7 6 0 -10 -2 7 6

1 -1 0 4 5 1 -1 0 4 5
0 1 1 -11 -14 0 1 1 —-11 -14
0 0 4 -9 -11 0 0 -2 36 47
0o 0 -2 36 47 0 0O 0 63 83

0 0 8 —103 -—134 0 O 0 41 54,

1 -1 0 4 5

0 1 1 -11 -14

0 0 -2 36 47

0 0 0 63 83

0o 0 0 o0 -%

Matice A ma hodnost 5, a je tedy reguldrni. Proto plati det A # 0.
-, o ) Priklad B2 : Funkce f je definovina na R%. V bodech, kde y? # 22, miizeme pocitat
\\__i / derivaci ,podle vzoreckii“:
gf (z,y) = sgn(z® — y?) - 2z
3f

(r y) = —sgn(2? — y?) - 2y.

V bodech, kde y? = 22, zkusme poéitat parcidlni derivaci %_E podle definice
of flz+ty) - flz,y)
5p B Y) = lim

£—>0 t
. @t 1)F =g
= lim
t—0 t
|2:st + 2|
r.—-rU L

—l:m| ||21~+t|

Posledni limita existuje, jen kdyz x = 0, a je rovna nule. Vzhledem k symetrii funkce f
(f(z,y) = f(y,2)) toté plati pro L.

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totélni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, kterd ma tvar

2=3-2-(z—-1)+4-(y—-2).

Priklad B3 : Polozme

F(z,y) =2z + 23 + 4 + 2y — 1.



| =5
(J“

\\.

P¥iklad D2 : Funkce f je definovana na R2. V bodech [z, y], kde zy # 0, mizeme pocitat
derivaci ,podle vzorecki®:

8 2_

—f(ﬂ:: y) =€ V-2 +sgn(zy) - Y,
ox

Tdc'f-{;(m, y) = —e* ¥+ 7+ sgn(zy) - .

Zbyvéa vySetiit parcidlni derivace v bodech, kde xy = 0. Z véty o aritmetice limit plyne,
7e funkce f mé parcialni derivaci podle x (resp. podle y) v bodé [z,y] pravé tehdy, kdyz
ji tam mé funkce g : [z, y] — |zy| (je totiz [ —g € C1(R?)). Pocitejme derivace funkce g v
bodech [z,0], = € R, a [0,y], y € R, podle definice:

?E(.r 0) = lim alzt40) — 5(%,0) = lim9 =

or" "’ t—0 t t—0 1 ’

g gl t) —g(@,0) L fwt]
53(55:0) E }1_1;‘% 7 = }1_{% T lli% lz|sgnt.

Posledni limita existuje, pravé kdyz = = 0, a v tomto piipadé je nulova.

9g o 90y +t) —g0y) 0
U S

99 e 9ty —9(0,y) Tty

a0V =T iy = it

Posledni limita existuje, pravé kdyZ y = 0, a v tomto piipadé je nulova.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze

D(5L) -R*\ (0.4l v e R v 20,

0

’D(a—y> =R2?\ {[z,0]; z € R, = # 0}.

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1,2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, ktera ma tvar

r=1/e+16+ (2/e+2)- (z— 1)+ (8 —1/e) - (y — 2).

Priklad D3 : PoloZzme
F(z,y) = log(z + arctgy + 1) + xy.

Funkee F je definovana na jisté oteviené mnoziné G obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcialni
derivace plati:

OF 1

%(:n,y) "z +arctgy +1 T,

oF 1 1
Eg(x’y) T rtarctgy4+1 1+92 T
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Priklad A2 : Funkce f je definovana na mnozin¢ M = {[z,y] € R?; sinz +y > 0}. V
bodech, kde y + sinx > 0, miizeme pocitat derivaci ,podle vzoreckii*:

af

(y + sinsc)"% - cos x,

(z,y) =

(z,y) = =(y +sinz)" 1. s iiadil

t\Jll—‘L\DIH

oz
of
d A
2
V bodech kde y-+sin z = 0 nemiiZe parcidlni derivace f podle y existovat. Parcilni derivace

podle z miiZe existovat jen v bodech tvaru [37/2 + 2k, 1],k € Z. Zkusme poéitat podle
definice

f(3n/2 4 2km +t,1) — f(37/2 + 2km, 1)

?(371‘/2 + 2km,1) = lim
z

t—0 L

/1 +sin(37/2 4 2k7 + 1)
= lim

1—0 t
g v1—cost
- :1—% L '

Posledni limita neexistuje protoze limita zleva (—1/v/2) se nerovna limité zprava (1/v/2).
Parcidlni derivace funkce f existuji pouze na vnitiku mnoziny M a jsou tam spojité. Proto
v bodé [0, 1] existuje totalni diferencial, a tedy te¢n4 rovina, kterda ma tvar

1 1
=14+=-24=(y—1).
z +2 :c+2(y )

Priklad A3 : Polozme
F(z,y) = sin(xy) + cos(zy) — 1.

Funkce F je definovdna na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

oF e
B (DoY) = cos(zy) -y — sin(zy) - y,

%(m,y) = cos(zy) - ¢ — sin(xy) - .

Obé parcialni derivace jsou na, RQ spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C?(R?). Déle plati F(7,0) =0a 2E ('r 0) = m # 0. Tim jsme ovéFili, Ze nase rovnice uréuje

v jistém okoli bodu [, 0] 1mphcitne zadanou funkei proménné z, ktera sama je tiidy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypoéitejme postupnym derivovanim vztahu

sin(zp(z)) + cos(rp(z)) =
cos(z(2)) - (p(z) + 2 (2)) — sin(zp(z)) -

— sin(z¢(2)) - (p(2) + o' (x))? + cos(zp(z
~ cos(p(x)) - (p(z) + 2 (2))? — sin(zp(z)) -

((m)mp()) 0,
)- (2 (z) + 29" ()
(2¢'(@) + " () = 0.



Priklad E2 : Funkce f je definovana na R2. Pro funkci f plati:

x2 + y2 pro 2 + < 1;

f(w,y)={

222 —-y?2 proz?+y?>1.

V bodech [z, y], kde 2 4+ y? # 1, miiZeme poéitat derivaci ,podle vzorecki“:
df( ) 20 pro 22 +y2 < 1;
i -’I-’, b —
Tt —2z prox?+y?>1;

E)f( ) 2y pro 22 + 4% < 1;

—(z,y) = .

dy . —2y proz?+9y%>1;

Zbyva vysetfit parcidlni derivace v bodech, kde 22 + 42 = 1. Uvazujme bod [z, yo] takovy,
7e T3 + y¢ = 1. Pocitejme

af BT f($0+tayﬂ) —f(‘i"-ua’yo)
a(il?ogyo) = tll_l;% ;
g min{(zo +t)® + 93,2 — (zo + 1) — 43} - 1
a tl—rf(l) t
. min{1 + 2zt + 12,1 — 2zt — 12} — 1
= lim
t—0 i
. min{2xot + 2, -2zt — 2}
= lim
t—0 t

0 ro o = 0
:lim—|2:r_.'0t+t2|/£: { L d .
t—0 neexistuje  pro xp # 0.
Vzhledem k symetrii funkce f lze parcialni derivaci podle y pocitat analogicky.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze

'D(g—y) —R?\ {[a,}; 2 +9* =1, 2 £0},

D(Z) =r\ (e 22 442 =1, v 20).

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢nda rovina, kterda ma tvar

z2=-3-2-(z—-1)—4-(y—2).

Priklad E3 : PoloZme
Flz,y) =¥ +y" - 2y.
Funkce F je definovana na oteviené mnoziné G = (0, +00) x (0, +0c), ktera obsahuje bod
[1,1]. Pro parcidlni derivace F plati:
oF
55 (@¥) =y~ +y" logy,
aF

—(z,y) = 2¥logx + 2" ! — 2.
ay( y) = z¥log y
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Piiklad C2 : Funkce f je definovdna na mnoziné {[z,y] € R?; v >0, y > 0} U {[z,y] €
R? z < 0, y < 0}. V bodech [z,y] € D(f), kde = # y, miizeme poéitat derivaci ,podle
vzorecki®:

(o)
~
——
B
=
[
|
Lo =
/':_"\
o
{4=]
| &
e o i
5
.
(]
|

> . za e oo 3 log Eﬂ
O () = i LD = @) V18 (5
o L=l t t—0
=1im3w,i:{+w pro xz > 0,
t—0 1 13 .
2/1o (_L)
Of (1 rim LGy 0~ fwy) _ VB
8y U,y 150 lim t

. o| 108 (1 + i) i —o0o0  proy >0,
= [ | ————— e ==
t—0 é 3 +o0  proy<0.

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2| spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, ktera ma tvar

1 1
3 (log2)3

z2=—%log2 + -(:1:—1)—%

Priklad C3 : PoloZzme
Flz.9)= log(1172 - 'y"] + cos(zy)) + y.

Funkce F' je definovadna na jisté oteviené mnoziné G (lze ukdzat, ze dokonce G = R?)
obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcialni derivace plati:

oF 1

= \dy — * 2 — si W Ly .

or (2,y) z2 + y2 + cos(zy) (22 ~#niap) -9)

OF 1

—(z.,9) = . - (2y — sin(zy) - 1.
3y (z,9) SR v (2y — sin(zy) - z) +

Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcilni derivace, tj. F €
C?(G). Déle plati F(0,0) =0 a g—;(ﬂ, 0) =1 # 0. Tim jsme ovérili, Ze naSe rovnice uréuje



S
\_ ; o

Pokud z # 0, je hodnost matice rovna 3. V piipadé, ze x = 0, je hodnost matice A rovna
2.

Priklad F2 : Funkce f je definovana na (0,+oc) x (0,+40oc). Pro funkei f plati:
f(z,y) = exp(y” log z).
V bodech [z, y] € D(f) mizeme pocitat derivaci ,podle vzorecki“:

—f(sc,y)=exp(y loga‘-)-(y logy-logz +y -;)}

Ox
g—;;(x, y) = exp(y” logz) - (zy" ' -logz) .
Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencidl, a tedy i te¢nd rovina, ktera ma tvar
2=14+2-(x—-1)4+0-(y - 2).

Priklad F3 : Polozme
F(z,y) = y°z? + y?z? + siny.

Funkce F je definovdna na R2. Pro parcidlni derivace F plati:

OF

"é;(il’?, y) = 2y°z + 2y°z,

oF .

a—y(m,y) = 3y%x? 4 2y2? + cosy.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejng jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C?(R?). Déle plati F(0,0) =0 a %—{:(0, 0) =1 # 0. Tim jsme ovéFili, Ze naSe rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [0,0] implicitné zadanou funkci proménné x, ktera sama je tiidy C2.
Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypocéitejme postupnym derivovanim vztahu

o(z)?z? + p(x)22? + sin p(z) = 0.
Postupné obdrzime
3p(2) ¢! (2)2? + 2p(2)*z + 20(2)¢' (2)2® + 2(x) %z + cos p(z) - ¢/ (z) = 0,
Bio(2)' (2)¢ (2)2* + 3ip(2)?¢" (2)2® + bp(z)* ' () + 6ip(2) ¢ (2)x
F20(@)? + 20 (2)¢ ()22 + 29(2)¢" ()2 + dp(2)(2)
+p ()¢ (2)z + 20(2)? — sinp(z) - ¢’ (2)¢’ (x) + cos () - " (z) = 0.

Dosadime-li 2 = 0 a pouzijeme-li (0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ¢”(0) = 0.
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0 00 -1 1 3 1 1 6o 00 1 -1 -3 -1 -1
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01 0 0 5 12 3 4 01 0 0 5 12 3 4
(0 010 -7 -17 -4 -6 0 01 0 -7 —-17 -4 -6’

060001 -1 -3 -1 -1 o001 -1 -3 -1 -1

1 0 0 0 1 2 1 1
(0 1 0 0 5 12 3 4

60 01 0 -7 —-17T -4 -6

06001 -1 -3 -1 -1

Plati tedy
1 2 1 1

5 12 3 4
-7 —-17 -4 -6
-1 -3 -1 -1

AT =

Pfiklad G2 : Funkce f je definovana na R2 V bodech [z,y] # [0,0] miZeme pocitat
derivaci ,podle vzoreckii*:

8] 1
I‘U ~—4(arctg \,f 2+y) 1+r2+y _\/'I,Q_f_yg
1
—f— (z,y) = 4(arctg(v/ 22 + y2))*

dy

1+.r2+y VT

V bodé [0, 0] spocitame parcialni derivace z definice:

4 4 1,14
Oxr t—0 t :—+0 i = |t| t

Vzhledem k symetrii funkee f plati také —i({) 0)=

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1 2] SpOJlLP Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, ktera ma tvar

4
dI‘CtC" \/_)3

z = (arctg VB)* + ar(‘tg V5)3. 3

(x—1)+

\/g \/— (9_2)

Priklad G3 : Polozme

F(:I y) 51nw2 _I__ESII’IJ‘T 2y _ 2



Pokud z = 2, pak h(A) = 3. V pfipads, Ze = # 2, pak lze éislem z — 2 délit.

wrjen =

! Gl

1. @ 1 2
0 1 0 1
0 1 0 0 2=

z=1 — B
= 5
e % =0, tj. pravé kdyz = = 7.

Posledni radek je nulovy, prvé kdyz ==
=3 pro & #£7.

7
Zaveér: h(A) =2 proxz =7, h(A)

Priklad H2 : Okamzité vidime, Zze D(f) = R% Pokud z # 0 lze v bodé [x,y] poéitat
parcialni derivace ,podle vzoreckia“.

or cos(z cosy) - cosy pro x > 0,
L . e _ |
—sin(zsiny) -siny  pro z < 0.
Bf( ) cos(zcosy) - (—xzsiny) prox >0,
o \Z =
y —sin(zsiny) - (xcosy) proz < 0.

V bodech tvaru [0, y] budeme poéitat parcialni derivace ,z definice“:

af f(t,y)—f(t,()) T f(fn‘y)
oy ) =lm == o

Tato limita ovSem neexistuje, protoze limita zleva (—o0) se nerovna limité zprava (cosy).

of GO0 -J0y) . 0

Oy 5y 0¥ = t—w t—y toyt—y

V bodé [1,2] jsou obé parcidlni derivace spojité, a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢n4 rovina. Jeji rovnice vypad4 takto:

z =cos(cos2)-cos2- (x—1) —cos(cos2) -sin2- (y — 2) + sin(cos 2).

Priklad H3 : PoloZzme
F(z,y) = m/2 + arcsin(z + y*) — arccos(y + x2).

Bod [0,0] je ve vnitiku defini¢niho oboru funkce F - miZeme tedy spoéitat parcilni
derivace funkce F' na jistém okoli G bodu [0, 0]:

% (w,y) = - s
Oz "\ 1—(z+4?) \/1 (y + 22)?
aF 2y 1

oo\ Y) = + i
dy (@y) V1i—(z+y2)2  /1-(y+ z2)2

Obé parcidlni derivace jsou na jistém okoli bodu [0,0] spojité a navic tam jsou jejich
parcialni derivace spojité, tj. f € C%(G). Dale plati F(0,0) = 0 a Qi(g 0) =1# 0. Tim
Jsme ovérili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] 1mpllc1tne zadanou funkci



1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
0 -1 1 0 4 0 -1 1 0 4
0 0 0 2 -6’ 0O 0 -2 -2 4
0O 0 -2 -2 4 0 0 0 2 -6
Odtud jiz snadno spoéteme: £, = =2, 2 = -3, 23 =1, 74 = 3.

Pfiklad 12 : Pro definiéni obor plati: D(f) = R?\ {[z,y] € R?; 4y = 1}. Pro parcilni
derivace plati

ry — T — y>

af

(& 0) = ; z,y| € D 0,0};
o) = oo e DO\ (0.0
of Ty — a2 —y
5y ®9) = T, el €D\ (0]
V bodé [0, 0] pocitejme parcialni derivace z definice:
VB
af Fit.0) = FO0) _ . =T It] sgn
Oz (0,0) = i ¢ =) = t _gi—%(t—l)t f0d=1"

Posledni limita neexistuje, protoZe limita zleva je rovna 1 a zprava je rovna —1. To zna-
mena, ze parcialni derivace —i (0,0) neexistuje. Naprosto stejnym postupem lze ukizat, e
ani —J:(U 0) neexistuje.

v bodé [1,2] jsou obé& parcialni derivace spojité a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencidl a tedy i tena rovina. Jeji rovnice vypada takto:

= 1 V5

m‘('y—z)—f— 5

Priklad I3 : Polozme
F(z,y) = arctg(y® + zy) — ¥ + cosx — ¥.

Funkce F je definovdna na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

or y

2z Y = T R v
ar . B 2y +z
By Y = T3 r oy

— ey — sinz,

— ey — 1.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, ti. f €
C2(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a aF (0,0) = =1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je tiidy



3. Funkce f(z,y) definovana v R? piedpisem f(z,y) := 1, je-li y racionalni,
a f(z,y) == 0, je-li y iraciondlni, ma parcidlni derivaci podle = rovnou 0 vSude
v R2, zatimco jeji parcialni derivace podle y neexistuje nikde. 0O

Definice. Necht f je zobrazeni z R? do R? a necht a € R”; fikdame, ze linesrni
forma L : R” — R? je diferencial funkce f v bodé a, je-li

- o fla+h) = f(@) - Lh)

= D.
h—0 2]

Tento diferenciél (tedy formu L) budeme znaéit D f(a), jeho hodnotu v bodé h € RP
(tJ. g-rozmérny vektor L(h)) zapiSeme ve tvaru D f(a;h). Existuje-li Df(a), fikdme,
ze funkce f je diferencovatelna v bodé a. [

Je zfejmé, ze funkce f = (fi1,..., f;) je diferencovatelnd v bodé a, prévé kdys
jsou v bodé a diferencovatelné viechny funkce f;, kde j = 1,...,q; je-li podminka
splnéna, je

(23) Df(a) = (Dfi(a),...,Dfo(a). O
Poznamka 14.7. Jak je dobfe znamo z algebry, existuje pro kazdou linearni formu
L : R? — RY pravé jedna matice
(24) A= (Nji)igjca1<i<p
typu g x p tak, Ze rovnost y = L(z) je ekvivalentni s maticovou rovnosti
(25) y=Az,

kde vpravo je maticovy souéin matice A s vektorem z, ktery je tfeba v této souvis-
losti povaZovat za vektor sloupcovy, tedy za matici typu p x 1; vlevo je sloupcovy
vektor y, tentokrat oviem matice typu ¢ x 1. (Chceme-li zdiiraznit, ze y a = jsou
sloupcové vektory, mizeme psat napf. y* = Az*')

Rovnost (25) lze podrobnéji napsat ve tvaru

¥ Air Mz o A xy
(25') Y2 | _ [ A1 Az ... Agp T ,
Yq Al Az .o Agp Ip

coZz je ekvivalentni se zapisem

Y1 =Anm + A2z + ...+ Aipp,
Y2 = A21%1 + A2Z2 + ... + Agpp,
(26) pLp

Yg = Aq1T1 + Agaa + ... + Agpp.
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Metody feSeni vybranych iloh z matematické analyzy

/ Ny Redeni. Totalni diferencial funkce p v libovolném bodé (z, y) € R? existuje, protoze
Kh_/ parcialni derivace gf(a:,y] =—-2z+2a gg(;c, y) = —2y+4, a to jsou spojité funkce
dvou proménnych. Te¢nd rovina ke grafu funkce p v bodg (z0,y0, p(z0, o)) je tedy

{(z,9,2) e R®: (z,y) € R?,
z = p(z0,Y0) + (—220 + 2)(z — 20) + (—2y + 4)(y — w0)}.

Mé-1i byt kolméa k (ndsobkéim) vektoru (1,1, 1), musi byt vektor
(& — z0,y — yo, (220 + 2)(z — z0) + (— 20 + 4) (¥ — w0))
kolmy k (1,1,1) pro kazdé z,y € R2. Skaldrni soudin téchto vektort
T — o +y — yo + (—2z0 + 2)(z — 20) + (—2y + 4)(y — Wo)

musi byt roven nule pro kazda z,y € R. Musi byt tedy 3 —2z¢ = 5— 2y = 0. Mame
tedy 7' = {(z,4,p(3,3) — (@ — 3) — (y - 2)): z,y € R}. Polozime-li z = y = 0,
\_dostéva‘tme, ze hledany bod na ose z je (0,0, 3}3) |

§57. Druhy diferencial a konvexita. Druhym diferencidlem funkce J:R™ —
R v bodé a se v moderni literatufe obvykle rozumi symetricka bilinearni forma
d?f(a), pro kterou plati d*f(a)(s,t) = di(dsf)(a) pro libovolnd s,t € R". P#
zkouméni vlastnosti funkce f nés bude zajimat pfedeviim kvadraticka forma h +—
d?f(a)(h, h), ktera oviem jednoznaéné urcuje symetrickou bilinedrni formu druhého
diferencidlu, a proto nedojdeme ke Spatnym vysledkim, i kdyZ budeme za druhy
diferencial povaZovat tuto kvadratickou formu (jak tomu je napf. v [DII]). Navic si
pfipomenme, Ze (odpovidajici) kvadraticka ¢ bilinearni forma druhého diferencialu
Je uréena symetrickou étvercovou (Hessovou) matici druhjch parcialnich derivaci
(5:%((1))@‘3;___1‘___‘“2 a ze druhy diferencial v a existuje, pokud jsou viechny druhé
parcidlni derivace spojité na n&jakém okoli bodu a.

Ani libovolné hladké funkce vice proménnych, na rozdil od funkei jedné pro-
ménné, nemusi byt konvexni ani konkavni na Z4dné oteviené konvexni podmnozing
definicniho oboru (napf. f(z,y) = 2% —y?). Proreilnou funkci f: R” — R, kterd mé
spojité druhé parcidlni derivace na oteviené podmnozing R™ tedy miZe mit mno-
zina bod1 a, ve kterych je f ,lokélné konvexni (konkavni)“ (existuje oteviend koule
se stfedem a, na které je f konvexn{ (konk4vni)) doplnék s nepréazdnym vnitikem.
Vysetfovéni (,lokalni*) konvexity (konkévnosti) se n4m oviem bude hodit pfi hle-
déni lokalnich extrémi a absolutnich extrémi funkci. Plati nasledujici postacujici
podminky:

2 Pe
2Uzivame Klasické znadeni Bf—la%}- (a) = g‘%(gif—)(a) Casto se miizete setkat s obra-
cenym znafenim. V pfipadé Hessovy matice to ovéem diky jeji symetrii nehraje roli.
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