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Definice 1. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (X, p), kde X je mnozina,
p: X x X —[0,00) je funkce spliujici

(1) Vo,y e X : p(z,y) =0z =y,
(2) Yo,y € X & p(x,y) = p(y,z),
(3) Va,y,2 € X 1 p(x,2) < p(x,y) + p(y, 2).
Funkci p nazyvame metrika na X.
Uloha 2. Urcete, zda jsou nasledujici objekty metrickym prostorem:

1. Na prostoru C(]0,2]) spojitych funkcich na [0, 2] uvazujme
p(f,9) = 1F(1) —g(1)].

T—y, T2Y,

2. Na R uvazujme p(z,y) = {
1, T <y.

3. Prostor R? s funkef p(z,y) = p2(z, x0) + p2(z0, y), kde zo znaéi pocitek (0,0). Pii
méfeni vzdalenosti dvou bodi musime vzdy projit poc¢datkem.

4. Taxi: Vzdalenost dvou mist v Praze méfime jako nejkratsi moznou drahu ujetou
autem.

Definice 3. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X, A # 0, a x € X. Vzddlenosti
bodu x od mnozZiny A rozumime ¢islo

p(z, A) = inf{p(z,y); y € A}.

Poznamka 4. Mnozinu R™ uvazujeme s metrikami

n n
poo(x,y) = '_HllaXn ‘xi_yi’7 pl(x7y) = Z ’xi_yi|7 p?(mvy) = Z ’xl - yi‘Qv T,y € R™.
=1 i=1
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Uloha 5. Na R? najdéte vzdalenost bodu P = [0,1] od pifmky y = —z v metrice

1. ;1 2. p2 3. Peo

Uloha 6. V prostoru C([0,1]) uvazujeme supremovou metriku

poo(frg) = sup |f(z) — g(z)|.

z€0,1]

Najdéte nejmensi vzdélenost funkce f(t) = ¢t od podprostoru tvoreného konstantnimi
funkcemi.

Poznamka 7. Nechf p € [1,00) a l,, je mnozina vsech realnych posloupnosti {x,}, pro
néz fada )7 |z, |P konverguje. Pak definujeme metriku

0 1/p
pp(,y) = (Z |z — y\p> .
n=0

Poznamka 8. Uvazujme mnozinu vSech omezenych redlnych posloupnosti {z,} Pak
definujeme metriku

Poo(l'ay) = Sup |1:n - yn|

neN
Uloha 9. Uréete vzdalenost posloupnosti z = {1,2, %, %, ce %, ...} od mnoziny M =
{z ={zn}72, : ©1 = x2} v prostorech
1. Iy 2. 1y 3. loo

2
Definice 10. Necht z € X, r» > 0. Otevienou kouli rozumime mnozinu

B(z,r) ={y € X;p(x,y) <7}

Uzavrenou kouli rozumime mnozinu

B(x,r) ={y € X;p(x,y) <r}
Uloha 11. Naértnéte jednotkovou kouli v prostoru (R?, p1), (R%, p2), (R?, pso)-
Uloha 12. Jak vypada koule v diskrétnim metrickém prostoru?

Definice 13. Necht (X, p) je metricky prostor a {z,}°, je posloupnost prvku X.
Rekneme, ze {,}°%, konverguje k y € X v (X, p), jestlize plati lim, o0 p(2n,y) = 0.
Prvek y nazyvame limitou posloupnosti {x,}>2, v (X, p). Konvergentni posloupnosti v
(X, p) rozumime kazdou posloupnost prvku X, kterd mé limitu v (X, p).
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Definice 14. Nechf (X, p) je metricky prostor, M C X. Rekneme, ze mnozina M je
uzaviend v X, jestlize plati: pro kazdou posloupnost {z,} v M, splaujici x,, — x pro
néjaky prvek x € X, pak plati: x € M.

Definice 15. Nechf M C X, z € X. Rekneme, ze x € X je vnitrnim bodem mnoZiny
M, jestlize existuje r > 0 splaujici B(z,r) C M.

Mnozina M C X se nazyva oteviend v (X, p), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.

Pozndmka 16. 1. Mnozina F' v metrickém prostoru (X, p) je uzaviend praveé tehdy,
kdyz X \ F' je oteviena.

2. Mnozina G v metrickém prostoru (X, p) je oteviend pravé tehdy, kdyz X \ G je
uzaviena.

Uloha 17. Urcete, zda je interval (0,1) oteviens & uzaviend mnozin v metrickém
prostoru (X, p), jestlize

1. X =(0,1), p=p1, 3. X =10,1] s diskrétni metrikou,
2. X =R, p=p1, 4. X =(0,1)U(3,4), p=3p1.

Definice 18. Necht{ M C X. Rekneme, ze x je hraniénim bodem mnoziny M, pokud
pro kazdé r > 0 plati B(z,r)NM # 0 a B(xz,r)N(P\ M) # (. Mnozinu vSech hrani¢nich
bodu nazyvame hranice a znacime ji OM.

Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M = M U OM.

Uloha 19. Urcete, zda mnozina M je uzaviend, oteviena, co je jeji vnitiek, uzaveér,
hranice (v R s eukleidovskou metrikou):

1. M =(0,1) 3. M = (0,1] 5. M = [0, 00)
2. M =10,1] 4. M = (0,00) 6. M = (—o0,00)
7. N 8. Q 9. R

Uloha 20. Uréete, zda je dand mnozina uzaviend, uzaviens, najdéte hranici (v R?).

M,
le M’l lel ,w_-',
TN m
¢ ) )
c) d) c)

a) b)
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Uloha 21. Rozhodnéte, zda plati (v obecném metrickém prostoru):

1. B(x,r) = B(x,r) 2. ANB=ANB

Uloha 22. Najdéte uzévery grafi funkef

1. 2. Dirichletova funkce

flz)= { 0, =0 3. Riemannova funkce

Uloha 23. Nechf 0 < p < ¢ < oo. Sestrojte mnozinu A tak, aby diam 4 = ¢, a
diam A° = p.

Uloha 24. Najdéte netrividlni A C R, aby spliiovala nasledujici

1. A=0A 4. IntAG A
2. IntAD A 5. IntAp A
3. IntAG A 6. IntA=A

Uloha 25. Je kazdd konetnd podmnozina metrického prostoru nutné uzaviend?

Definice 26. Necht (X, p) je metricky prostor, M C X, z € X. Rekneme, Ze z je
hromadnym bodem mmnoZiny M, jestlize

Ve>0: Mn(B(z,r)\ {z}) #0.

Mnozinu vSech hromadnych bodu mnoziny M znacéime M’ a nazyvame ji derivaci
mnoZiny M. Body z M \ M’ nazyvame izolovanymi body mnoZiny M.

Uloha 27. Co lze ¥ci o otevienych mnozinéch, jejichz kazdy bod je izolovany?
Definice 28. Mnozina M C X se nazyvéa omezend, jestlize K diam(M) < K.

Uloha 29. Urcete, zda mnozina M je omezen4

1. M ={[z,y] € RQ;%Q +y? <2} 3. M = {[z,y] € R% |z —y| <2}

2. M = {[z,y] € R% 2] < |y|} 4. M ={(z,y,2) € R 2 <zyz < 4}
Poznamka 30. Necht (X,p a (Y,0) jsou metrické prostory a f : X — Y je spojité

zobrazeni. Pak pro otevienou mnozinu G v (Y,0) je f~1(G) oteviend v (X, p) a pro
uzavienou mnozinu F v (Y, o) je f~1(F) uzaviend v (X, p).
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Uloha 31. Najdéte protipriklad na tvrzent:
1. pro otevienou mnozinu G v (X, p) je f(G) oteviend v (Y,0) a
2. pro uzavienou mnozinu F' v (X, p) je f(F') uzaviend v (Y, 0).

Uloha 32. M&jme zobrazeni f : (R, po) — (R, pg), kde pgq znaéi diskrétni metriku. Co
muzeme Fict o f, jestlize vime, ze je spojité?
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