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Definice 1. Metricky prostor se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetna
hustad podmnozina.
Uloha 2. 1. Ukaite, 7ze R", C" a R \ Q jsou separabilni.

ReSeni: R™ a C" na skenu.
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578 10. METRICKE PROSTORY

10.7. Separabilni prostory

10.7.1. Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P, ¢) je separabilni, jestlize ob-
sahuje spocetnou hustou podmnozinu.

10.7.2. Pfiklady. (a) Dokazte, ze prostory R” a C", n € N, jsou separabilni.

(b) Dokazte, ze metricky prostor (C([0, 1]), @sup) je separabilni.

(c) Dokazte, ze diskrétni metricky prostor je separabilni pravé tehdy, kdyz je
spocetny.

&J /( | Reseni. (a) Mnozina Q je spocetna a hustd v R a mnozina
° {zeC; z=x+1iy, x,y € Q}
je spocetna a husta v C. Pron € N je mnozina bodt z R” s racionalnimi sourad-
nicemi spocetna a husta v R” a mnozina téch bodt z C”, jejichz vsechny realné i
| imaginarni soutadnice jsou racionalni, je spocetna a husta v C".

(b) Necht f € C([0, 1]) azvolme & > 0. Podle Weierstrassovy véty (Véta 12.2.6)

pak existuje polynom P splnujici
sup |f(x)— P(x)| <e.
x€[0,1]

Necht P(x) = Z?:o a_,-xj pro né¢jakén € N, ay, ...,a, € R a pro kazdé x € [0, 1].
Nalezneme racionalni ¢isla by, . . ., by, splnujici

n
Y laj — byl <.
Jj=0
Oznaéme P (x) = > i_objx/ Potom

n
IP = Pllaup = sup |P(x)— P(x)| < sup Y _l|aj —bj|x/
x€[0,1] xE[O,l]jzo

n
<Y laj —bj| <e.
j=0

Tedy
I/ — P”Sup <If- P”Sup + P - P”sup <2e.

Dokazali jsme tudiz, Ze mnozina vsech polynomu definovanych na [0, 1], jejichz
vsechny koeficienty jsou racionélni ¢isla, je hustd v metrickém prostoru (C([0, 1]), @sup)-
Protoze tato mnozina je zfejmé spocetna, je tento prostor separabilni.

(c) Necht P je mnozina a g je diskrétni metrika na P. Podle Prikladu 10.6.25
je jedinou hustou podmnozinou prostoru (P, ) mnozina P. Odtud ihned plyne
tvrzeni. *

10.7.3. Véta. Necht (P, o) je metricky prostor. Jestlize existuje nespocetna mnozi-
na A C P ae > 0 takové, ze pro kazdé x,y € 4, x # y, plati o(x,y) > ¢, pak P
neni separabilni.



Prostor R \ Q je separabilni. Uvazujme mnozinu M := {q + 7,¢ € Q}. Pak
M C R\ Q je spocetné.

Hustota: Zvolme z € R\ Q a uvazujme ¢islo z — w. Protoze Q je hustd v R, tak
existuje p € Q takové, ze |z — 1 —p| < e. Pak ale |z — (p+ )| < e. Tedy k x jsme
nasli blizké ¢islo p + m € M, coz bylo dokézati.

2. Ukazte, ze (C([0,1]), psup) je separabilni.

ReSeni: Sken.
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578 10. METRICKE PROSTORY

10.7. Separabilni prostory

10.7.1. Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P, ¢) je separabilni, jestlize ob-
sahuje spocetnou hustou podmnozinu.

10.7.2. Pfiklady. (a) Dokazte, ze prostory R” a C", n € N, jsou separabilni.
(b) Dokazte, ze metricky prostor (C([0, 1]), @sup) je separabilni.
(c) Dokazte, ze diskrétni metricky prostor je separabilni pravé tehdy, kdyz je
spocetny.
Resend. (a) Mnozina Q je spocetna a hustd v R a mnozina
{zeC; z=x+1iy, x,y € Q}

je spocetna a husta v C. Pron € N je mnozina bodt z R” s racionalnimi sourad-
nicemi spocetna a husta v R” a mnozina téch bodt z C”, jejichz vsechny realné i

imaginarni souradnice jsou racionalni, je spocetna a husta v C".

(b) Necht f € C([0, 1]) azvolme & > 0. Podle Weierstrassovy véty (Véta 12.2.6)
pak existuje polynom P splnujici

sup |f(x)— P(x)| <e.

x€[0,1]

Necht P(x) = Z?:o a_,-xj pro né¢jakén € N, ay, ...,a, € R a pro kazdé x € [0, 1].
Nalezneme racionalni ¢isla by, . . ., by, splnujici

n
Y laj — byl <.
Jj=0
Oznaéme P (x) = > i_objx/ Potom

n
IP = Pllap = sup |P(x)—P(x)] < sup »_la; —bjlx/
x€[0,1] xE[O,l]jzo

n
<Y laj —bj| <e.
j=0

Tedy

I/ — P”Sup <If- P”Sup + P - P”sup <2e.
Dokazali jsme tudiz, Ze mnozina vsech polynomu definovanych na [0, 1], jejichz
vsechny koeficienty jsou racionélni ¢isla, je hustd v metrickém prostoru (C([0, 1]), @sup)-

l Protoze tato mnozina je zfejmé spocetna, je tento prostor separabilni.

(c) Necht P je mnozina a @ je diskrétni metrika na P. Podle Prikladu 10.6.25
je jedinou hustou podmnozinou prostoru (P, ) mnozina P. Odtud ihned plyne
tvrzeni. *

10.7.3. Véta. Necht (P, o) je metricky prostor. Jestlize existuje nespocetna mnozi-
na A C P ae > 0 takové, ze pro kazdé x,y € 4, x # y, plati o(x,y) > ¢, pak P
neni separabilni.



3. Za jakych podminek je separabilni diskrétni metricky prostor?

Reseni: Konvergentni mnozina v diskrétnim prostoru musi byt od jistého bodu
konstantni. Z toho plyne, Ze jedind hustd mnozina v diskrétnim prostoru je celé
X. A aby X byl separabilni, musi byt X spocetna.

4. Ukazte, ze L'(]0,1]) je separabilni.

Reseni: Nechf M je mnozina takovych jednoduchych funkei, které maji hodnoty
v Q a zéroven jsou definované pomoci intervala s racionalnimi koncovymi body.
Pak M je hustéd a spocetna.

Véta 3. Necht (X, p) je metricky prostor. Jestlize existuje nespocetnd mnozina A C X
a € > 0 takové, ze pro kazdé z,y € A, x # y, plati p(z,y) > €, pak X neni separabilni.

Poznamka 4. Necht p € [1,00) a [, je mnozina viech redlnych posloupnosti {xy}, pro
néz fada 7 |z, |P konverguje. Pak definujeme metriku

(o) 1/1’
(1) = (z\x—y\p) .
n=0

Poznamka 5. Oznatme [, prostor vSech omezenych redlnych posloupnosti {z,} a cy
prostor vech (omezenych) redlnych posloupnosti {z,} s lim, o z, = 0. Oba jsou s
metrikou

poo(l'ay) = Sup |xn - yn|
neN

Uloha 6. Ukazte, ze
1. [°° neni separabilni. 2. cg je separabilni.

ReSeni: Sken.
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580 10. METRICKE PROSTORY

mame x, € G,atedy G N D # @. Podle Véty 10.6.28 je tudiz mnozina D husta v
P. Odtud plyne, ze prostor P je separabilni. [ |

10.7.7. Dusledek. Necht (P, g) je separabilni metricky prostora Q C P. Potom je
metricky prostor (Q, o) separabilni.

Diikaz. Podle Véty 10.7.6 existuje spocetna baze 8B otevienych mnozin prostoru P.
Definujme systém Bp = {Q N B; B € B}. Dokazeme, ze By je bazi otevienych
mnozin prostoru Q.

Systém Bg zfejmé spocetny a kazdyJeho prvek je oteviend mnozina v Q pod-
le Véty 10.3.44. Predpokladejme, ze G C Q je oteviena mnozina v Q. Podle Vé¢-
ty 10.3.44 existuje mnozina G C P otevienav P splnujici G = GN Q. Promnozinu
G nalezneme systém 8* C B splnujici G = |J B*. Polozme B, ={0NB; Be
B*}. Potom ziejmé B85 C Bpal By =0NUB*=0NG = G.

Prostor (Q, o) je separabilni podle Véty 10.7.6, nebot ma spocetnou bazi ote-
vienych mnozin. ™

10.7.8. Definice. Necht X je mnozina a A C X. Charakteristickou funkci mno-
ziny A nazyvame funkci y4: X — R, definovanou predpisem

1 pokudx e 4

xalx) = %O pokud x & A.

Specilné pro X = N a 4 C N definujeme charakteristickou posloupnost { y4},~,
mnoziny A predpisem
1 pokudn e A

(Xa)n = {O pokud n & A.

10.7.9. Véta. (a) Prostor £*° neni separabilni.
(b) Prostor ¢q je separabilni.

Diikaz. (a) Necht A, B C N, A # B. Potom zfejmé plati
x4 —xBllee =1,

nebot posloupnosti y4 a yp obsahuji pouze nuly a jednicky a nejsou stejné. Z Vé-
ty 10.7.3 tedy vyplyva, ze prostor £*° neni separabilni.
(b) Pron € N polozme

Dy ={x €co; x ={x;}52,, x; €Q, x; =0proj >n}

o0
D =) Dy
n=1

Potom D, je spocetna pro kazdé n € N, a tedy je také D spocetna. Dokazeme, ze
D je husta v co.

Necht y = {y;}72, je prvek z co, tedy y je posloupnost redlnych ¢isel spliujici
limj .o y; = 0. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme ny € N takové, Ze |y;| < ¢ pro
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kazdé j > n. Dale pro kazdé j € {1,...,no} nalezneme r; € Q splnujici [r; — y;| <
e. Posloupnost x = {x;}?2, definované pfedpisem
ri pokud j =1,...,no,

X; =
/ 0 pokud j > ny,

potom splnuje x € Dy, tedy x € D, a

[x = yllecc = sup |xj — yj| = max{ sup |x; —y;[. sup [0—y;[}
jeN jeN, j<ng JjeN j>ng

< max{g, e} = e.
“\_Mnozina D je tedy husta v co. Odtud vyplyva, ze prostor cg je separabilni. [ |

10.7.10. Véta (vztah totalni omezenosti a separability). Necht (P, o) je totalné
omezeny metricky prostor. Potom je P separabilni.

Diikaz. Podle definice totalni omezenosti existuje pro kazdé n € N konec¢na %-sit’
D, prostoru P. Polozme D = | J;2; D,. Podle Véty 1.6.19(b) je potom mnozina
D spocetna. Zvolme x € P a e > 0. Nalezneme n € N takové, ze % < &. Ponévadz
D, je %-sit’, existuje y € D, takové, ze o(x, y) < % Potom y € D aplatio(x,y) < e.

Odtud plyne, ze D je husta v P. Prostor P je tedy separabilni. [}
10.7.11. Dusledek. Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor. Potom je P sepa-
rabilni.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty 10.5.28 a Véty 10.7.10. [

10.7.12. Definice. Rekneme, Ze metricky prostor (P,¢) ma Lindel6fovu vlast-
nost?, jestlize pro kazdy systém § otevienych podmnozin P spliiujici P = |J g
existuje spocetny systém §* C § takovy, ze P = |J§*.

10.7.13. Z Véty 10.5.30 plyne, ze kazdy kompaktni metricky prostor ma Lindel6-

fovu vlastnost.

10.7.14. Véta. Necht (P, 0) je separabilni metricky prostor. Potom P ma Lindel6-
fovu vlastnost.

Diikaz. Necht ¢ je oteviené pokryti P. Bez ijmy na obecnosti mtizeme predpokla-
dat, Ze § je neprazdny. Zvolme Gy € §. Necht D = {d,; n € N} je spocetna husta
podmnozina P. Nechtn € Nag € Q, g > 0. Jestlize existuje G € § splnujici
B(dn,q) C G, potom zvolme jednu z mnozin G s touto vlastnosti a ozna¢me ji
Gn,q- Jestlize takova mnozina neexistuje, polozme G, 4 = Go. Definujme systém
§* predpisem
§* ={Gnq; neN, qgeQ}.

Potom je §* ziejm¢ spocetny a plati §* C §. Dokazeme, ze P = §*.

Necht x € P. Protoze P = (¥, nalezneme otevienou mnozinu G, splnujici
x € Gy a Gx € §. Diky otevienosti mnoziny G, nalezneme r > 0 takové, ze

2Ernst Leonard Lindelof (1870-1946)



Uloha 7. Rozhodnéte, zda pampeliskovy prostor je separabilni. X = R2, pro A =
[a1, as], B = [b1, ba] mame

V(a1 —b1)2 + (a2 — b2)2, A, B lezi na stejném poloméru,
\/a% + a3+ \/b% + b2, jinak.

p(A,B) = {

Reseni: Uvazujme spocetnou hustou mnozinu M.

Pro kazdy bod x (krom poc¢atku) musi blizky bod m z M lezet na polopiimce
spojujici = s poc¢dtkem (jinak bychom 8li pfes stfed, coz by dalo obrovskou vzdélenost).
Tedy se ptame, jestli kazda polopiimka obsahuje dostatek bodu z M.

Predpokladejme, ze na kazdé poloptimce lezi alespoini jeden bod z M (zaroven nemuze
lezet na vice piimkach najednou). Polopiimek je ale nespocetné - kazdd odpovidd
jednomu thlu z intervalu [0, 27), coz je nespocetnd mnozina.

Tedy jsme ve sporu a pampeliskovy prostor neni separabilni.

Uloha 8. Oznaéme Lg prostor viech lipschitzovskych funkef z [0,1] do R takovych, ze
f(0) = 0. Zaved'me metriku

o(f, ) = sup { (f=9)@) - -9l y}

[z —y

- jde o lipschitzovskou konstantu funkce f — g.
Ukazte, ze prostor Lg neni separabilni.
(Zdroj: http://matematika.cuni.cz/dl/analyza/29-mtr/lekce29-mtr-pmax.pdf)

Reseni: Uvazujme M - mnozinu funkef které se rovnaji 0 na [0, 7] a pak se rovnaji
x — r pro ruznd r € [0,1]. Tato mnozina je nespocetna.

Zvolme f,g € M s pifslusnymi ry < rg.

Obrézek: https://www.geogebra.org/calculator/wébzzxfk

Lipschitzovska konstanta f — g je 1. Tedy jsme nasli nespoc¢etnou mnozinu z Véty
3 a mnozina je urcité neseparabilni.

2

Definice 9. Nechf (X, p) je metricky prostor, nechf ¢ > 0. Rekneme, ze M C X je
e-sit v X, jesltize pro kazdy bod z € X existuje bod y € M takovy, ze p(z,y) < €.

Definice 10. Metricky prostor (X, p) se nazyva totdlné omezeny, jestlize pro kazdé
£ > 0 existuje kone¢nd e-sit.

Poznamka 11. o Nékdy se tika i prekompaktni.

e Definici 1ze potkat i takto: Z kazdého e-pokryti lze vybrat koneéné podpokryti.
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Uloha 12. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor omezeny? Za jakych je
totdlné omezeny?

Reseni: Jelikoz koule v diskrétnim metrickém prostoru jsou bud jeden bod nebo
cely prostor, je diskrétni metricky prostor vzdy omezeny.

7Z téhoz duvodu je totalné omezeny pravé tehdy, kdyz ma koneény pocet prvku.

Poznamka 13. Necht p € [1,00) a [, je mnozina vsech redlnych posloupnosti {z,},
pro néz fada Y -~ || konverguje. Pak definujeme metriku

00 l/p
pp(,y) = (Z |z — y\”) :

n=0

Uloha 14. Uvazujte prostor (2. Jeho jednotkové sféra je omezend mnozina. Ukaizte, ze
neni totalné omezena.
Reseni: Uvazujme M mnozinu posloupnosti a,, které maji na n-tém misté 1, jinde

Pak p(an,bn) = V2.
Zvolme tedy € = 1/8 a e-sit S. Pak ale S nemuze byt konetna, protoze potiebuje
nekoneéné mnoho bodu (a e-kouli) aby pokryla M.

Uloha 15 (PRAVDA — NEPRAVDA).
ANO Totéalné omezend mnozina je omezena.
NE Omezend mnozina je totalné omezend.

Uloha 16. Ukaite, 7e uzévér totalné omezeného prostoru je totalné omezeny.
ResSeni: Necht A je totalné omezeny. Pak lze najit kone¢nou e/2-sit

M ={xy,z9,...,2,}

takovou, ze

AC U B(zi,e/2).

i=1,....,n

Pak A C Ui:l,.‘.,n B(x;,¢).

Zvolme z € A. Pak kazd4 koule se stiedem v z protind A. Specidlné tedy existuje
y € B(z,e/2)N A.

Zaroven toto y € B(x;,e/2 pro néjaké i. Ale pak

p(x,z;) < p(x,y) + ply, x) <e/2+¢/2 =€,
Hotovo.

Uloha 17. Najdéte ptiklad metrického prostoru, ktery je totalné omezeny, ale neni
kompaktni.
ResSeni: Napf. interval (2,4) - neni uzavieny.
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Definice 18. Rekneme, Ze metricky prostor (X, p) je souvisly, jestlize neni sjednocenfm
dvou neprazdnych disjunktnich otevienych mnozin.

Véta 19 (Charakterizace souvislych prostorti). Necht (X, p) je metricky prostor. Pak
jsou nasledujici vyroky ekvivalentni.

1. Prostor X neni souvisly.

2. Existuji dvé neprazdné disjunktni mnoziny Fy, Fo C X uzaviené v (X, p) a takové,
ze X = Fy U Fs.

3. Existuje obojetnéd neprazdnd mnozina H spliujici H # X.

4. Existuje spojité surjektivni zobrazeni f : (X, p) — ({0, 1}, paiskr)-
Poznamka 20 (Jina definice). Prostor (X, p) je nesouvisly, jestlize existuji disjunktni
neprazdné mnoziny A, B C X takové, 2e X = AUBa ANB=ANB=1.

Definice 21. Nechf (X,p) je metricky prostor, nechf J C X. Rekneme, ze J je
krivka v prostoru (X, p), jestlize existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (X, p) takové, ze
f((0,1]) = J.

Rekneme, ze mnozina A C X je krivkové souvisld v prostoru (X, p), jestlize pro
kazdé a,b € A existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (A, p) takové, ze f(0) = a a
f) =0
Véta 22 (O vztahu souvislosti a kiivkové souvislosti). Kazda kiivkové souvisld mnozina
v metrickém prostoru je v tomto prostoru souvisla.

Uloha 23. Které mnoziny (jsme v R?) jsou souvislé?
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Uloha 24 (PRAVDA - NEPRAVDA).
NE Necht A nenf souvisly. Pak A nenf souvisly. Napi. (0,1) U (1,2).
ANO Necht A je souvisly. Pak A je souvisly.

NE Necht A je souvisly. Pak int A je souvisly. Napi. dva dotykajici se uzaviené
kruhy.

ANO Necht A neni souvisly. Pak A neni souvisly.
Uloha 25 (PRAVDA — NEPRAVDA).

NE Nechtf A nenf souvisly. Pak A¢ neni souvisly. Napi. doplnék dvou disjunktnich
kruhu.

NE Necht A je souvisly. Pak A neni souvisly. Napi. doplnék kruhu.

NE Necht A je souvisly. Pak A€ je souvisly. Napf. A je nekoneény jednotkovy pruh
podél osy .

NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AU B je souvisld. Napi. dva disjunktn{ kruhy.

NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AN B je souvisld. Napt. kdyZz se protnou na
koncich dvé fazole.

Uloha 26. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor souvisly?
Reseni: Praveé tehdy, kdyz mé jen jeden prvek

Uloha 27. Ukazte, 7ze prostor X = R?\ Q2 je kiivkové souvisly.

Reseni: Zvolme dva body z,y € X. Vytvoime tsecku s krajnimi body z, y a jeji
osu O.

Pak lze najit takovy bod b € O, ze tisecky b a xy neprotinaji Q2. Zaroveii je tato
dvojice usecek hledand spojnice bodu z a y.

Pokud by kazd4 dvojice protinala mnozinu Q?, znamenalo by to, ze dvojic tsecek je
jen spocetné, coz je spor.
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