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http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼kuncova/, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1

Definice 1. Metrický prostor se nazývá separabilńı, jestliže v něm existuje spočetná
hustá podmnožina.

Úloha 2. 1. Ukažte, že Rn, Cn a R \Q jsou separabilńı.

2. ♥ Ukažte, že (C([0, 1]), ρsup) je separabilńı.

3. ♥ Za jakých podmı́nek je separabilńı diskrétńı metrický prostor?

4. ♥ Ukažte, že L1([0, 1]) je separabilńı.

Věta 3. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Jestliže existuje nespočetná množina A ⊂ X
a ε > 0 takové, že pro každé x, y ∈ A, x 6= y, plat́ı ρ(x, y) ≥ ε, pak X neńı separabilńı.

Poznámka 4. Necht’ p ∈ [1,∞) a lp je množina všech reálných posloupnost́ı {xn}, pro
něž řada

∑∞
n=0 |xn|p konverguje. Pak definujeme metriku

ρp(x, y) =

( ∞∑
n=0

|x− y|p
)1/p

.

Poznámka 5. Označme l∞ prostor všech omezených reálných posloupnost́ı {xn} a c0

prostor všech (omezených) reálných posloupnost́ı {xn} s limn→∞ xn = 0. Oba jsou s
metrikou

ρ∞(x, y) = sup
n∈N
|xn − yn|.

Úloha 6 (♥). Ukažte, že

1. l∞ neńı separabilńı. 2. c0 je separabilńı.

Úloha 7 (♥). Rozhodněte, zda pampelǐskový prostor je separabilńı. X = R2, pro
A = [a1, a2], B = [b1, b2] máme

ρ(A,B) =

{√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2, A, B lež́ı na stejném poloměru,√
a2

1 + a2
2 +

√
b21 + b22, jinak.

Úloha 8. Označme L0 prostor všech lipschitzovských funkćı z [0, 1] do R takových, že
f(0) = 0. Zaved’me metriku

ρ(f, g) = sup

{
|(f − g)(x)− (f − g)(y)|

|x− y|
;x 6= y

}
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2

- jde o lipschitzovskou konstantu funkce f − g.
Ukažte, že prostor L0 neńı separabilńı.

Návod: Najděte vzdálenost funkćı, které se rovnaj́ı 0 na [0, r] a pak se rovnaj́ı x− r
pro r̊uzná r ∈ [0, 1].

Obrázek k návodu: https://www.geogebra.org/calculator/w45zzxfk
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Definice 9. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, necht’ ε > 0. Řekneme, že M ⊂ X je
ε-śıt’ v X, jesltiže pro každý bod x ∈ X existuje bod y ∈M takový, že ρ(x, y) < ε.

Definice 10. Metrický prostor (X, ρ) se nazývá totálně omezený, jestliže pro každé
ε > 0 existuje konečná ε-śıt’.

Poznámka 11. • Někdy se ř́ıká i prekompaktńı.

• Definici lze potkat i takto: Z každého ε-pokryt́ı lze vybrat konečné podpokryt́ı.

Úloha 12. Za jakých podmı́nek je diskrétńı metrický prostor omezený? Za jakých je
totálně omezený?

Poznámka 13. Necht’ p ∈ [1,∞) a lp je množina všech reálných posloupnost́ı {xn},
pro něž řada

∑∞
n=0 |xn|p konverguje. Pak definujeme metriku

ρp(x, y) =

( ∞∑
n=0

|x− y|p
)1/p

.

Úloha 14 (♥). Uvažujte prostor l2. Jeho jednotková sféra je omezená množina. Ukažte,
že neńı totálně omezená.

Úloha 15 (PRAVDA – NEPRAVDA).

ANO–NE Totálně omezená množina je omezená.

ANO–NE Omezená množina je totálně omezená.

Úloha 16 (♥). Ukažte, že uzávěr totálně omezeného prostoru je totálně omezený.

Úloha 17. Najděte př́ıklad metrického prostoru, který je totálně omezený, ale neńı
kompaktńı.
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Definice 18. Řekneme, že metrický prostor (X, ρ) je souvislý, jestliže neńı sjednoceńım
dvou neprázdných disjunktńıch otevřených množin.

Věta 19 (Charakterizace souvislých prostor̊u). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Pak
jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı.

1. Prostor X neńı souvislý.

2. Existuj́ı dvě neprázdné disjunktńı množiny F1, F2 ⊂ X uzavřené v (X, ρ) a takové,
že X = F1 ∪ F2.

3. Existuje obojetná neprázdná množina H splňuj́ıćı H 6= X.

4. Existuje spojité surjektivńı zobrazeńı f : (X, ρ)→ ({0, 1}, ρdiskr).

Poznámka 20 (Jiná definice). Prostor (X, ρ) je nesouvislý, jestliže existuj́ı disjunktńı
neprázdné množiny A,B ⊆ X takové, že X = A ∪B a Ā ∩B = A ∩ B̄ = ∅.

Definice 21. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, necht’ J ⊂ X. Řekneme, že J je
křivka v prostoru (X, ρ), jestliže existuje spojité zobrazeńı f : [0, 1]→ (X, ρ) takové, že
f([0, 1]) = J .

Řekneme, že množina A ⊂ X je křivkově souvislá v prostoru (X, ρ), jestliže pro
každé a, b ∈ A existuje spojité zobrazeńı f : [0, 1] → (A, ρ) takové, že f(0) = a a
f(1) = b.

Věta 22 (O vztahu souvislosti a křivkové souvislosti). Každá křivkově souvislá množina
v metrickém prostoru je v tomto prostoru souvislá.

Úloha 23. Které množiny (jsme v R2) jsou souvislé?
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Úloha 24 (PRAVDA – NEPRAVDA).

ANO–NE Necht’ A neńı souvislý. Pak Ā neńı souvislý.

ANO–NE Necht’ A je souvislý. Pak Ā je souvislý.

ANO–NE Necht’ A je souvislý. Pak intA je souvislý.

ANO–NE Necht’ Ā neńı souvislý. Pak A neńı souvislý.

Úloha 25 (PRAVDA – NEPRAVDA).

ANO–NE Necht’ A neńı souvislý. Pak Ac neńı souvislý.

ANO–NE Necht’ A je souvislý. Pak Ac neńı souvislý.

ANO–NE Necht’ A je souvislý. Pak Ac je souvislý.

ANO–NE Necht’ A a B jsou souvislé. Pak A ∪B je souvislá.

ANO–NE Necht’ A a B jsou souvislé. Pak A ∩B je souvislá.

Úloha 26. Za jakých podmı́nek je diskrétńı metrický prostor souvislý?

Úloha 27 (♥). Ukažte, že prostor R2 \Q2 je křivkově souvislý.

(2.2)polynomysQkoeficienty
(2.3)jakvypadákonvergencevdiskr.prostoru?
(2.4)coněkteréjednoduchéfunkce?
(6.1)posloupnostitypuχA,A⊂N
(6.2)posloupnostisQčleny
(7)kolikjepolopř́ımek,kteréprocházej́ıpočátkem?
(14)posloupnosti,kterémaj́ınan-témmı́stě1,jinde0.
(16)Začnětesε/2śıt́ı.Kdyžjinafouknetenaε-śıt’,cosestane?
(27)Hledejtespojnicebod̊uxay,kteréjdoupřesosuúsečkyxy.
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