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Teorie

Definice 1. Nechf f : R — R je 27r-periodickd funkce takové, ze [" f(z)dz < oo.
Cisla

1 s

ar = — f(z) cos kx dx, k € No,
™ —T
1 (7 )

b, = — f(z) sin kz dz, keN,
™ —Tr

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

Radu

o0
Fp = % —|—Zakcosk:x—|—kaink‘$
k=1

nazyvame Fourierovou Tadou funkce f. Piseme F; ~ f.

Definice 2. Necht f m& periodu 2L. Pak Fourierovy koeficienty funkce f jsou defi-

novany jako
1 [F k
ak:L/Lf(x)cos <7er> dz, k € No,

1 [ k
by, = L/Lf(x)sin <”Lx) dz, keN.

Fourierova rada pak je definovana jako

a > kxm kxm
50 + Zak cos (L) + by, sin (L) .
k=1
Véta 3 (Jordanovo — Dirichletovo kritérium). Necht f € P([0,27]) je funkce s koneénou
variaci na intervalu [0, 27].

1. Necht z € R. Pak m4 funkce f v bodé z vlastn{ limitu zleva f(x—) i zprava f(z+)
lim s!(z) =

a plati
flat) + =)

n—oo 2

(s£ =D+ > apcoskr + by sinkx, jde o ¢astecné soucty.)

2. Je-li navic f spojitd na otevieném intervalu (a,b), pak {sfl} konverguje lokdlné

stejnomérné k f na (a,b).
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Véta 4. Necht f € P([0,27]) je funkce a x € R. Existuji-li vlastni jednostranné limity
f(z—) a f(z+) a také konecné limity

i 10 = f@-)

t—x— t—x Tt Sa+ t—2x

pak

fla+) + f(e=)

shw) - B

Specidlng, pokud f méd koneéné jednostranné derivace v x, pak sh(z) — f(x).

Fakta

Pro m,n € Ny:
21 21
/ sinmvd:c:/ cosmx dx = 0, m,n > 1,
0 0

2
/ sinnz cosmx dz = 0,
0

2m 2m
. . 0, n#m
sinnzsinme dz = cosnx cosmx dx =
0 0

, n=m.
Hinty
T _ ,—T T —x
sinhz = & & coshz = ere’
2 2
et = ¢%(cos(b) + isin(b))
) einz _ efincp ) einz efina:
sin(nz) = Im e = 5; cos(nz) = Ree™ = +2
i

Goniometrické vzorce:
https://www.eeweb.com/tools/trigonometry-laws-and-identities-sheet/

Algoritmus pro sinové/kosinové rady
1. Nacrtneme funkci a udéldme jeji lichou/sudou kopii. Az pak rozsifime 2r-periodicky.

2. Spocteme ag, an, b, (ddvdme pozor na podminky). Vyuzivame toho, ze je funkce
sudd/lich8.

3. Sestavime Fourierovu radu.

4. Zkontrolujeme ptivodni funkci. Je spojitd? Je BV? Je C'? Z vét pak vyplyne
konvergence Fourierovy fady.

5. Dosadime vhodny bod do fady a vyuzijeme konvergenci.
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Priklady

1. Dokreslete funkci na m-periodickou, 2w-periodickou lichou a 27-periodickou sudou:

+4.0

2. Rozvinte funkci do sinové/kosinové Fourierovy rady. Rozhodnéte, zda fada kon-

verguje na R a urcete jeji soucet. Urcete pak soucet ¢iselnych rad.

(a) Sinovou i kosinovou

f(z) =z na [0,7)
(b) V kosinovou tadu f(z) = e® na [0, )

(c¢) Kosinovou fadu f(z) = sinx na [0, 7)

oo (_1)n+1
Z 4n2 —1
n=1

(d) Sinovou fadu f(z) = cos(azx), a > 0 na [0, )

o~ (D) (2n+1)
T;) (2n+1)2 -4

(e) Kosinovou fadu f(z) = sgn(sin3x) na [0, )

1
Z (B3n+1)(3n + 2)

n=0

(f) V kosinovou fadu

flz) = {cos:n, rel0,3]

—cosz, r € (5,7

(g) V sinovou fadu f(x) = cos2x na [0, )

3. Rozvinte funkci do Fourierovy fady s danou periodou. Rozhodnéte, zda tada

konverguje na R a urcete jeji soucet.
(a) f(x) =sinz na z € [0, 7]

(b) f(x) =% na [—t,t),t > 0.
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(c¢) Fourierovu fadu, sinovou i kosinovou radu funkce

_Jo, z €[0,2)
J(@) = {2, z € [2,4)

Zkouskové pisemky

4. Zkouskové pisemky doc. Rokyty

(a)

(b)

f(x) = |cos 5| na R. Rozviite tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady.
Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna fada a pro¢. Dosazenim z = =
seCtéte prislusnou ¢iselnou radu.

f(x) = sinhax na [0,7), a > 0. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo
mozno rozvinout do 2m-periodické Fourierovy tady, obsahujici pouze siny.
Tuto fadu spoctéte. Urcete, k jaké funkci konverguje vyslednd fada a proc.

f(x) = cos3x na [~F, §], f(x) =0na [-7,—F] a [§,7]. Déle je definovana
periodicky s periodou 2.

Rozvinte funkci do 2m-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci
konverguje vysledna fada.

f(x) =0na (-7, —3), f(xr) =2z na (0, F), je sudd a 2m-periodicka.
Rozviite funkci do 2m-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci
konverguje vysledna fada a jak (konverguje stejnomérné?). Dosadte z = §
a seCtéte prislusnou ¢iselnou fadu.

Bonus

5. Pomoci koeficientu ay,, b, Fourierovy fady 2m-periodické funkce f(x) vyjadrete
koeficienty posunuté funkce g(x) = f(x + h), h > 0.

6. Necht f je integrovatelnd na [—m,w|. Ukazte, ze plati

(a)

(b)

Je-li f periodickd s periodou 7, tedy f(x) = f(x + 7) pro kazdé = € R, pak
aop—1 = bop_1 = 0 pro kazdé k € N.

Je-li f antiperiodickd s periodou 7, tedy —f(z) = f(x + 7) pro kazdé = € R,
pak ag = agr = by, = 0 pro kazdé k € N.
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