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Teorie

Definice 1. Necht’ f : R → R je 2π-periodická funkce taková, že
∫ π
−π f(x) dx < ∞.

Č́ısla

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos kxdx, k ∈ N0,

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin kx dx, k ∈ N,

se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty funkce f .
Řadu

Ff =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx

nazýváme Fourierovou řadou funkce f . Ṕı̌seme Ff ∼ f .

Definice 2. Necht’ f má periodu 2L. Pak Fourierovy koeficienty funkce f jsou defi-
novány jako

ak =
1

L

∫ L

−L
f(x) cos

(
πkx

L

)
dx, k ∈ N0,

bk =
1

L

∫ L

−L
f(x) sin

(
πkx

L

)
dx, k ∈ N.

Fourierova řada pak je definována jako

a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos

(
kxπ

L

)
+ bk sin

(
kxπ

L

)
.

Věta 3 (Jordanovo – Dirichletovo kritérium). Necht’ f ∈ P([0, 2π]) je funkce s konečnou
variaćı na intervalu [0, 2π].

1. Necht’ x ∈ R. Pak má funkce f v bodě x vlastńı limitu zleva f(x−) i zprava f(x+)
a plat́ı

lim
n→∞

sfn(x) =
f(x+) + f(x−)

2
.

(sfn = a0
2 +

∑n
k=1 ak cos kx+ bk sin kx, jde o částečné součty.)

2. Je-li nav́ıc f spojitá na otevřeném intervalu (a, b), pak
{
sfn
}

konverguje lokálně

stejnoměrně k f na (a, b).
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Věta 4. Necht’ f ∈ P([0, 2π]) je funkce a x ∈ R. Existuj́ı-li vlastńı jednostranné limity
f(x−) a f(x+) a také konečné limity

lim
t→x−

f(t)− f(x−)

t− x
, lim

t→x+

f(t)− f(x−)

t− x
,

pak

sfn(x)→ f(x+) + f(x−)

2
.

Speciálně, pokud f má konečné jednostranné derivace v x, pak sfn(x)→ f(x).

Fakta

Pro m,n ∈ N0: ∫ 2π

0
sinnx dx =

∫ 2π

0
cosmxdx = 0, m, n ≥ 1,∫ 2π

0
sinnx cosmxdx = 0,∫ 2π

0
sinnx sinmxdx =

∫ 2π

0
cosnx cosmxdx =

{
0, n 6= m

π, n = m.

Hinty

sinhx =
ex − e−x

2
coshx =

ex + e−x

2

ea+bi = ea(cos(b) + i sin(b))

sin(nx) = Im einx =
einx − e−inx

2i
cos(nx) = Re einx =

einx + e−inx

2

Goniometrické vzorce:
https://www.eeweb.com/tools/trigonometry-laws-and-identities-sheet/

Algoritmus pro sinové/kosinové řady

1. Načrtneme funkci a uděláme jej́ı lichou/sudou kopii. Až pak rozš́ı̌ŕıme 2π-periodicky.

2. Spočteme a0, an, bn (dáváme pozor na podmı́nky). Využ́ıváme toho, že je funkce
sudá/lich8.

3. Sestav́ıme Fourierovu řadu.

4. Zkontrolujeme p̊uvodńı funkci. Je spojitá? Je BV ? Je C1? Z vět pak vyplyne
konvergence Fourierovy řady.

5. Dosad́ıme vhodný bod do řady a využijeme konvergenci.
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Př́ıklady

1. Dokreslete funkci na π-periodickou, 2π-periodickou lichou a 2π-periodickou sudou:

2. Rozviňte funkci do sinové/kosinové Fourierovy řady. Rozhodněte, zda řada kon-
verguje na R a určete jej́ı součet. Určete pak součet č́ıselných řad.

(a) Sinovou i kosinovou

f(x) = x na [0, π)

(b) V kosinovou řadu f(x) = ex na [0, π)

(c) Kosinovou řadu f(x) = sinx na [0, π)
∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2 − 1

(d) Sinovou řadu f(x) = cos(ax), a > 0 na [0, π)
∞∑
n=0

(−1)n(2n+ 1)

(2n+ 1)2 − 4

(e) Kosinovou řadu f(x) = sgn(sin 3x) na [0, π)
∞∑
n=0

1

(3n+ 1)(3n+ 2)

(f) V kosinovou řadu

f(x) =

{
cosx, x ∈ [0, π2 ]

− cosx, x ∈ (π2 , π]

(g) V sinovou řadu f(x) = cos 2x na [0, π)

3. Rozviňte funkci do Fourierovy řady s danou periodou. Rozhodněte, zda řada
konverguje na R a určete jej́ı součet.

(a) f(x) = sinx na x ∈ [0, π]

(b) f(x) = x
2 na [−t, t), t > 0.
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(c) Fourierovu řadu, sinovou i kosinovou řadu funkce

f(x) =

{
0, x ∈ [0, 2)

2, x ∈ [2, 4)

Zkouškové ṕısemky

4. Zkouškové ṕısemky doc. Rokyty

(a) f(x) = | cos x2 | na R. Rozviňte tuto funkci do 2π-periodické Fourierovy řady.
Určete, k jaké funkci konverguje výsledná řada a proč. Dosazeńım x = π
sečtěte př́ıslušnou č́ıselnou řadu.

(b) f(x) = sinh ax na [0, π), a > 0. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo
možno rozvinout do 2π-periodické Fourierovy řady, obsahuj́ıćı pouze siny.
Tuto řadu spočtěte. Určete, k jaké funkci konverguje výsledná řada a proč.

(c) f(x) = cos 3x na [−π
6 ,

π
6 ], f(x) = 0 na [−π,−π

6 ] a [π6 , π]. Dále je definovaná
periodicky s periodou 2π.

Rozviňte funkci do 2π-periodické Fourierovy řady. Určete, k jaké funkci
konverguje výsledná řada.

(d) f(x) = 0 na (−π,−π
2 ), f(x) = x na (0, π2 ), je sudá a 2π-periodická.

Rozviňte funkci do 2π-periodické Fourierovy řady. Určete, k jaké funkci
konverguje výsledná řada a jak (konverguje stejnoměrně?). Dosad’te x = π

2
a sečtěte př́ıslušnou č́ıselnou řadu.

Bonus

5. Pomoćı koeficient̊u an, bn Fourierovy řady 2π-periodické funkce f(x) vyjádřete
koeficienty posunuté funkce g(x) = f(x+ h), h > 0.

6. Necht’ f je integrovatelná na [−π, π]. Ukažte, že plat́ı

(a) Je-li f periodická s periodou π, tedy f(x) = f(x + π) pro každé x ∈ R, pak
a2k−1 = b2k−1 = 0 pro každé k ∈ N.

(b) Je-li f antiperiodická s periodou π, tedy −f(x) = f(x+ π) pro každé x ∈ R,
pak a0 = a2k = b2k = 0 pro každé k ∈ N.

(2b)2xperpartesnebokomplex.exponenciela
(2c)2xperpartesnebokomplex.exponencielanebo
vzorce
(2d)2xperpartesnebokomplex.exponenciela,po-
zornapodmı́nky
(2f)2xperpartesnebokomplex.exponencielanebo
vzorce,pozornapodmı́nky
(3a)2xperpartesnebokomplex.exponencielanebo

vzorce
(3c)pozor,sinováakosinovářadamaj́ıjinouperi-
odu
(4a)např.vzorce
(4b)předpisprosinh+komplexńıintegrál
(5)y=x+h,součtovévzorce,periodicita
(6)součtovévzorce
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