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Teorie

Definice 1. Nechf f : R — R je 27r-periodickd funkce takové, ze [" f(z)dz < oo.
Cisla

1 s

ar = — f(z) cos kx dx, k € No,
™ —T
1 (7 )

b, = — f(z) sin kz dz, keN,
™ —Tr

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

Radu

o0
Fp = % —|—Zakcosk:x—|—kaink‘$
k=1

nazyvame Fourierovou Tadou funkce f. Piseme F; ~ f.

Definice 2. Necht f m& periodu 2L. Pak Fourierovy koeficienty funkce f jsou defi-

novany jako
1 [F k
ak:L/Lf(x)cos <7er> dz, k € No,

1 [ k
by, = L/Lf(x)sin <”Lx) dz, keN.

Fourierova rada pak je definovana jako

a > kxm kxm
50 + Zak cos (L) + by, sin (L) .
k=1
Véta 3 (Jordanovo — Dirichletovo kritérium). Necht f € P([0,27]) je funkce s koneénou
variaci na intervalu [0, 27].

1. Necht z € R. Pak m4 funkce f v bodé z vlastn{ limitu zleva f(x—) i zprava f(z+)
lim s!(z) =

a plati
flat) + =)

n—oo 2

(s£ =D+ > apcoskr + by sinkx, jde o ¢astecné soucty.)

2. Je-li navic f spojitd na otevieném intervalu (a,b), pak {sfl} konverguje lokdlné

stejnomérné k f na (a,b).
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Véta 4. Necht f € P([0,27]) je funkce a x € R. Existuji-li vlastni jednostranné limity
f(z—) a f(z+) a také konecné limity

i 10 = f@-)

t—x— t—x Tt Sa+ t—2x

pak

fla+) + f(e=)

shw) - B

Specidlng, pokud f méd koneéné jednostranné derivace v x, pak sh(z) — f(x).

Fakta

Pro m,n € Ny:
21 21
/ sinmvd:c:/ cosmx dx = 0, m,n > 1,
0 0

2
/ sinnz cosmx dz = 0,
0

2m 2m
. . 0, n#m
sinnzsinme dz = cosnx cosmx dx =
0 0

, n=m.

Hinty
T _ ,—T T —x
sinhz = & & coshz = ere’
2 2
et = ¢%(cos(b) + isin(b))
) nT __ ,—ine ) nT —inT
sin(nz) = Ime™" = ‘ 2.6 cos(nx) = Ree™* = ¢ +2€
1

Goniometrické vzorce:
https://www.eeweb.com/tools/trigonometry-laws-and-identities-sheet/

Algoritmus

1. Nac¢rtneme funkci véetné jejiho 2m-periodického rozsireni.
2. Spocteme ag, an, b, (ddvdme pozor na podminky). Neni funkce sudé/licha?
3. Sestavime Fourierovu fadu.

4. Zkontrolujeme piivodni funkci. Je spojitd? Je BV? Je C'? Z vét pak vyplyne
konvergence Fourierovy fady.

5. Dosadime vhodny bod do fady a vyuzijeme konvergenci.
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Algoritmus pro sinové/kosinové rady

1. Nacrtneme funkci a udéldme jeji lichou/sudou kopii. Az pak rozsifime 27-periodicky.

2. Postupujeme jako predtim. Vyuzivame lichosti/sudosti funkce.

Piiklady

1. Rozvinte funkci do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje na R a

urcete jeji soucet. Urcete pak soucet ¢iselnych fad.
n+1

(a) f(x) =sgnzx, x € (—m, 7, Z 51

n=1

(b) * f(x) = cos®x, x € (—m, 7]

0, x € (—m,0]
T, z € (0,m].

n+1

d) f(z) =7%—2% 2 € (—m, 7], Z = Z

Konverguje Fourierova rada steJnomern ?

(e) f(z)=¢e" z € (—mml, Z (=)

2
—n +1

2 (=1)" sin
(6) f(x) = sin(3z) + 4z, 2 € (-m,x], 30 D Snn
n=1

1, xz € (0,m)
(8) f(z) =10, x € (m,2m)
1
2

, z=0,m 271

(h) f(z) =2?z €0,2m),

2. Dokreslete funkci na w-periodickou, 27-periodickou lichou a 27-periodickou sudou:

+4.0
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3. Rozvinte funkci do sinové /kosinové Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda rada kon-
verguje na R a urcete jeji soucet. Urcete pak soucet ¢iselnych fad.

(a) Sinovou i kosinovou
f(z) =z na [0, )

(b) V kosinovou fadu f(z) = €® na [0, )

(¢) Kosinovou fadu f(z) = sinz na [0, )

i (—1)"*lsinn
n=1 "

(d) Sinovou fadu f(x) = cos(ax), a > 0 na [0, 7)
— (—1)"(2n+1)
2. (2n +1)2 —4

(e) Kosinovou fadu f(z) = sgn(sin 3z) na [0, )

1
Z (3n+1)(3n+2)

n=0

(f) V kosinovou fadu

fla) = {COS:L’, rel0,3]

—cosz, x e (5,
(g) V sinovou fadu f(x) = cos2z na [0, )

4. Rozvinte funkci do Fourierovy fady s danou periodou. Rozhodnéte, zda fada
konverguje na R a urcete jeji soucet.

(a) f(x) =sinz na x € [0, 7]
(b) f(z) =% na [~t,t), t>0.

(¢) Fourierovu fadu, sinovou i kosinovou fadu funkce

ﬂm:{& z € 0,2)

2, x € [2,4)
5. Zkouskové pisemky doc. Rokyty

(a) f(x) =]cos §| na R. Rozvite tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady.
Urcete, k jaké funkci konverguje vyslednd fada a pro¢. Dosazenim z = =
seCtéte prislusnou ¢iselnou radu.

(b) f(x) = sinhaz na [0,7), a > 0. Dodefinujte ji na celé R tak, aby ji bylo
mozno rozvinout do 2m-periodické Fourierovy tady, obsahujici pouze siny.
Tuto fadu spoctéte. Urcete, k jaké funkci konverguje vyslednd rada a proc.
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6. K jaké funkci konverguje nasledujici funkce? Zakreslete.

A T

Figure 1: http://math.feld.cvut.cz/mt/txte/3/txc3eadf.htm

Hi‘J Dr. Elfzabe-l'h?
Yeoh, vh... T accicenta)ly 10K
Jﬂle [Gurier transfocm of My cat .. .

)
@ Meow !
h

Figure 2: https://xkcd.com/26/

Ayurupod eu 10z

[ea3oqur ruxerdwoy + yuis oxd stdpaid (qg) -od ‘eparousuodxe -xorduroy oqou sojred 1od xg (pg)

oo10zA “1deu (eg) 9210ZA

npo ogqou epnuauodxo ‘xojdwoy oqau sorred 1od xg (og)

-trad nout[ few epel waouisoy e waouls ‘1ozod (o) eoUsuodxe xoidwoy ogau soyred 1aod xg (qg)
9010ZA [eatoqur eu 1ozod (YT)

oqau eppnusuodxe xoiduoy ogeu sajred 1od xg (ey) rguls = rgurs (J1)
Aspururpod eu 10zod ‘9d10zA elorousuodxe xojdwoy oqau sajred 1ad xg (9T)

oqau eerusuodxe ‘xejdwoy oqau serred 1od xgz (J€) ﬁ = x ;800 (qT)
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