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Definice 1. Necht’ f : [a, b] → R. Variaci funkce f na intervalu [a, b] definujeme
předpisem

V b
a (f) = sup

{
n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|; {xi}ni=0 je děleńı [a, b]

}
.

Řekneme, že funkce g : I → R má na intervalu I ⊂ R omezenou variaci, jestliže existuje
K ∈ R takové, že V b

a (g) < K pro každý interval [a, b] ⊂ I.
Množinu všech funkćı s omezenou variaćı na intervalu I znač́ıme BV (I).

Věta 2. Necht’ f : [a, b] → R a c ∈ (a, b). Pak f ∈ BV ([a, b]) právě tehdy, když
f ∈ BV ([a, c]) a f ∈ BV ([c, b]). Nav́ıc

V b
a (f) = V c

a (f) + V b
c (f).

Úloha 3. Spočtěte variace následuj́ıćıch funkćı:

1.* x2 na [0, 1],

2. x2 na [−1, 1],

3. sinx na [0, 10π],

4. 1
2bx sin πx

2 c na [−4, 4]

https://www.geogebra.org/calculator/ccpnefwv

Úloha 4 (*). Ukažte, že Dirichletova funkce

f =

{
0, x ∈ R \Q
1, x ∈ Q,

nemá konečnou variaci na [0, 1].

Úloha 5 (*). Ukažte, že funkce

f =

{
x cos π

2x , x ∈ (0, 1]

0, x = 0

nemá konečnou variaci na [0, 1].
https://www.geogebra.org/calculator/wsv9c6hc

Věta 6. Necht’ f je spojitá na [a, b] a f ′ existuje a je omezená na (a, b). Pak f ∈
BV ([a, b]).
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Úloha 7 (*). Ukažte, že funkce

f =

{
x2 sin 2π

x , x ∈ (0, 1]

0, x = 0

má konečnou variaci na [0, 1].
https://www.geogebra.org/calculator/fcagxskk

Úloha 8. Dokažte nebo najděte protipř́ıklad

1.* f ∈ BV [a, b]⇒ |f | ∈ BV [a, b]?

2.* |f | ∈ BV [a, b]⇒ f ∈ BV [a, b]?

Úloha 9. Dokažte nebo najděte protipř́ıklad. Necht’ f : [a, b]→ R.

1. jestliže f je omezená, pak je BV,

2.* jestliže f je BV, pak je omezená.

Věta 10. Necht’ f : [a, b]→ R. Pak f ∈ BV ([a, b]) právě tehdy, když existuj́ı neklesaj́ıćı
a omezené funkce g, h : [a, b]→ R takové, že f = g − h.

Úloha 11. Ukažte, že jestliže α ∈ R a f, g ∈ BV ([a, b]), pak i f + g ∈ BV ([a, b]) a
αf ∈ BV ([a, b])

Úloha 12. Nakreslete Venn̊uv diagram pro funkce spojité, omezené a BV na [a, b].
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Definice 13. Řekneme, že funkce f : [a, b]→ R je absolutně spojitá na intervalu [a, b],
jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každou konečnou posloupnost
bod̊u a ≤ a1 ≤ b1 ≤ · · · ≤ an ≤ bn ≤ b máme

n∑
j=1

(bj − aj) < δ ⇒
n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| < ε.

Množinu všech absolutně spojitých funkćı na intervalu [a, b] znač́ıme AC([a, b]).

Úloha 14 (*). Ukažte z definice, že funkce f(x) = x, g(x) = x2 a h(x) =
√
x jsou

absolutně spojité na [0, 1].

Úloha 15 (*). Ukažte, že Cantorova funkce (která je spojitá i stejnoměrně spojitá) je
na intervalu [0, 1] BV , ale neńı absolutně spojitá.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorova_funkce
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Úloha 16. Najděte funkci, která neńı absolutně spojitá, ale má konečnou variaci.

Úloha 17. Rozhodněte, zda má AC funkce nutně omezenou derivaci.

Úloha 18 (*). Dokažte nebo najděte protipř́ıklad

• f ∈ AC[a, b]⇒ |f | ∈ AC[a, b]?

• |f | ∈ AC[a, b]⇒ f ∈ AC[a, b]?

Úloha 19 (*). Necht’ f, g ∈ AC([a, b]). Ukažte, že pak i fg ∈ AC([a, b]).
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Definice 20. Necht’ (X, ρ) a (Y, σ) jsou metrické prostory, f : X → Y a K > 0.
Řekneme, že zobrazeńı f je K-lipschitzovské, jestliže

∀x, y ∈ X : σ(f(x), f(y)) ≤ Kρ(x, y).

Řekneme, že f lipschitzovské, jestliže existuje K > 0 takové, že f je K-lipschitzovské.
Pro X = Y = R dostaneme

∀x, y ∈ R : |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|.

Poznámka 21. Zat́ımco AC a BV funkce pracovaly s uzavřeným a omezeným inter-
valem [a, b], tak u lipschitzovských funkćı může být interval otevřený i neomezený.

Úloha 22. Ukažte, že funkce jsou lipschitzovské

1.* |x| na [−1, 1] 2.* x2 na [1, 2] 3. x na R

Úloha 23 (*). Ukažte, že funkce nejsou lipschitzovské

1. x2 na R 2.
√
x na [0, 1]

Úloha 24. Necht’ X je množina slov skládaj́ıćı se z 10 ṕısmen (použ́ıváme 26 prvkovou
anglickou abecedu). Metriku ρ definujme jako počet pozic s rozd́ılnými ṕısmeny. Např.

ρ(JEDNOROZCI,CHOBOTNICE) = 8,

ρ(LOSANGELES,LOUISV ILLE) = 7,

ρ(ABCXY ZQRTY,AACXY UQRTY ) = 2.

Pro slovo z 10 ṕısmen x = x1, x2, . . . x10 definujme zobrazeńı

f(x) = a, x2, . . . , x10

(prvńı ṕısmeno jsme nahradili ṕısmenem a).
Rozhodněte, zda je f lipschitzovské zobrazeńı.
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Úloha 25. Necht’ f, g jsou lipschitzovské na R. Ukažte, že je lipschitzovská i funkce

1. f + g 2. f(g)

Úloha 26 (*). Ukažte, že lipschitzovská funkce má konečnou variaci (na intervalu [a, b]).

Úloha 27. Najděte funkci, která je AC, ale neńı Lip.

Úloha 28. Nakreslete Venn̊uv diagram pro funkce spojité, lipschitzovské, stejnoměrně
spojité a absolutně spojité na [a, b].

Úloha 29. Vyslovte (a zd̊uvodněte) hypotézu o vztahu omezených a lipschitzovských
funkćı. Jsou tam nějaké podmı́nky?

Úloha 30 (*). Je nějaký vztah mezi lipschitzovskými a diferencovatelnými funkcemi
na [a, b]?

(3.1)jaksespoč́ıtávariacemonotónńıfunkce?
(4)volteděleńınastř́ıdačkuzQaR\Q
(5)volte1,

1
2,

1
3,...,

1
2n

(7)Věta6
(8.1)zdefinicea||a|−|b||≤|a−b|
(8.2)zkusteupravitDirichletovufunkci
(9)|f(x)|≤|f(a)|+|f(x)−f(a)|

(14.1)x2−y2=(x−y)(x+y)(14.2)Proεnajdětebodc=ε2/4.Děleńırozděltenaintervaly
předbodemcaponěm.Přiodhadu2.částirozšǐrte√bj+√a

j.(15)JakvznikáCantorovamnožina?
Umı́mejipokrýtděleńım?VekterýchbodechrosteCantorovafunkce?(18.1)zdefinicea||a|−|b||≤|a−b|
(18.2)zkusteupravitDirichletovufunkci
(19)ab−cd=ab−ad+ad−cd

(22.1)||a|−|b||≤|a−b|
(22.2)x2−y2=(x−y)(x+y)
(23)Problémvznikásneomezenouderivaćı.
(26)Zdefinice.
(30)Lagrangeovavětaostředńıhodnotě.
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