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Piiklady

1. Sectéte nasledujici fady:
2 k(k+1)
() D=
k=1
Reseni:

Minule jsme spocetli, ze

> 2x

Dosazenim z = % dostaneme

Jsme uvniti kruhu konvergence, tedy neni potieba pouzivat Abelovu Vétu.
(o]
1
() (1)@ + 1)

n=1
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Nyni zjistime soucet zadané ¢iselné rady

o) o) 1 1 0o 1 1
3 3 3 dx 3

= x”ld:c:/ ! dx:/ :[—ln 1—:5} =
> Z/ L\ 1o 1-al)

n=1

1 2 3
= —In (1—5) —|—ln1——ln§—ln§.

o] 1 2n
nZ:O "(2n +1) <5) )

Reseni. Uvazujme mocninnou fadu ve tvaru Z (—1)"(2n + 1)x®". Soucet fady uréime
n=0

z rovnosti (z2"+1) = (2n + 1)22". Dost4avéme

/

S (-nrEn et =Y (-1 (@) = (Z(—l)”:f”*l) .

n=0 n=0 n=0
Tato fada je geometricka s kvocientem ¢ = —x?%, kde |z| < 1 a plati
- x
Z(_1>nx2n+1 :$—$3+I5+"'+I2n+1 _ .
— 1+x

Proto mtzeme napsat, ze

!

S no2ntl | _ x /_(1+I2)—x~2x_ 1 — a2
(Z(_l)"’” >_(1+x2)_ 1+a22?2  (1+a2)?

n=0
Dosazenim za x = % dostaneme hledany soucet rady. Plati

> 1\ 1— 4 1- L 24.252 150
>-(-1en 1) (5) I I S
n=0 52 (1+ %)

Cviceni 9.2. Urcete soucet ¢iselnych fad pomoci sou¢tu mocninné rady

2SS L [In 4] 0> nln+1)(3)" 4]

n=1 n=1



—
o
SN—
Mg
—
x| L
N—
=~

k=1
Reseni:
Rada konvegruje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty je

— (D" G (=DF
> g =t > et

k=1 k=1

Oznacme

) B o) (_1)kk_1 1
f(x)—; x 144’
a tedy
f(ac):/lcfx:—ln(l—l—x)—i—C,

pricemz, protoze f(0) =0, je C = 0. Odtud vyplyva, ze

© Nk
Z( 1 = lim f(z)=—In2.

k r—1—
k=1
o0
(-4
(@) >
k=1
Reseni: Namisto (—1)¥/3* budeme psét 2* a potom dosadime z = —1.

Sectéme tedy radu
(o]
Z K3k,
k=1

Polomér konvergence je roven jedné. Je
e b () - 6 (2)
k=1 k=1 k=1 k=1
o (E=D)) o ) -
e (E=))  (H5)-
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Odvodili jsme, ze

0 2
3, r(l+dr+o
k=1
Nyni dosazenim = = —% do levé a pravé strany dostaneme
(0.9}
S 3
3k 128

k=1

|
e —
© 2w+
k=1
Reseni:
Rada je konvergentni. Lze ji secist elementarné pomoci vztahu

1 1 1

kk+1) k k+1

Snadno tak dostaneme, ze

N
Z;zl_;mzl
— k(k+1) N+1 '

Nicméné to zkusme Abelovou metodou. Za tim uicelem sec¢teme fadu

Na kruhu konvergence je

a proto

f,(x>:/ ! o= —m—2)+ 0,

1—2
pricemz f/(0) = 0, a tedy C; = 0. Nyni integraci{ per partes (s funkcemi

w' =1av=In(1—x)) dostaneme

f@)=z—2In(l —z)+In(1 —z) + Cy,
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opét je ziejmé f(0) = 0, a proto Cy = 0. Nakonec, podle Abelovy véty, plati

Z k(kl—i—l) = lim f(z)= lim z—zIn(l—z)+In(1—2z) = lim z+In(l—z)(1—-z) = 1.

r—1— r—1— r—1—
k=1

(Posledni limita se da vyftesit ’'Hospitalem.)

[e'S) _1)n
(®) ZIQ(TL—F)?)

[e.e]

() S (n? +2n)

n=1
[eS)

1
(h) Z 4n? — 1

n=1
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8.5. POCETNI PRIKLADY NA MOCNINNE RADY 415

Pokud je k liché, pak plati axa,—x = 0-0 = 0. Pocet sudych ¢isel v mnoziné
{0,1,...,2n} jeroven n + 1. Mame tedy by, = (—1)"(n + 1).

Pro kazdé n € N U {0} maji ¢isla k a 2n + 1 — k rozdilnou paritu, a proto je
pravé jedno z ¢isel ag a asy41— rovno 0. Odtud plyne, ze bynqq = 0.

Vysledna fada ma tedy tvar

f) =) (=D"n+ x>, xe(=11).

n=0

8.5.8. P¥iklad. Rozvirite funkci f(x) = sin? x do mocninné fady.
Reseni. Podle vzorce pro sin polovi¢niho thlu a podle zndmé mocninné fady pro

cos dostdvame

1 1 Q)" & 22
., n n+1 2n
sinex 2( cos 2x) 2 2’;( ) 2n)! ,;( ) (2”)!x

Y
8.5.9. Priklad. Seététe fadu

o n

Y ats
Reseni. Zkoumejme mocninnou fadu

o0
_ =D" 43
o= 5 e

n=0

Snadno zjistime, ze polomér konvergence je R = 1. Posloupnost 503 +3 monotén-

n¢ klesa k nule, a tedy podle Leibnizova kritéria (Véta 3.3.1) tato mocninna rfada
konverguje i pro x = 1. Z Abelovy véty tedy dostavame

n" _
Zzn — = /W= lim f).

Podle véty o derivaci mocninné rady (Véta 8.2.2) plati pro véechna x € (=1, 1)

0 2
’ — 1" 2n+2 _ X ,
110 =3 D" S

kde jsme v poslednim kroku vyuzili vzorce pro soucet geometrické fady. Snadnou
integraci dostaneme

2 1
f(x)zfli—ﬂdx:/(l_l+x2) dx = x —arctanx + C .




416 8. MOCNINNE RADY

Dosazenim x = 0 dostaneme

— (—1)"
Z 2—302"“'3 =(0—arctan0+ C ,
n=0 n+

a tedy C = 0. Soucet zadané fady nyni dopocteme podle Abelovy véty

o (=) 7T
E = lim f(x) = lim (x —arctanx) =1—— .
o 2n + 3 x—>1— x—1— 4

8.5.10. Pfiklad. Seététe fadu
> 1
> m?+ 2m) 5
n=0

Reseni. Zkoumejme mocninnou fadu
o0 " ]
f)y=) x"=
1—x
n=0

pro x € (—1,1). Pravou stranu mtzeme snadno derivovat, a tedy podle véty o
derivaci mocninné fady (Véta 8.2.2) plati pro véechna x € (=1, 1)

1

f/(x) = r;nx”_l = m .

Prvni ¢len fady je nulovy, a proto opétovnym pouzitim véty o derivaci mocninné
fady dostaneme

o

1) =) nn-1x"? = 2

— C(1=x)3"

Z poslednich dvou rovnosti snadno dostavame

o0 o0 o0
Xj(n2 +2n)x" = x? Xj(n2 —n)x""? 4+ 3x Z nx"1
n=0 n=1 n=0

= X7 f"(x) 4+ 3xf'(x) =

2x2 n 3x
(I-x)3  (1-x)?

pro viechna x € (=1,1). Dosazenim x = 1 dostaneme

o]

2:(112 + 2n)3in =

n=0

+2=3
;=3

1w



14

8.5. POCETNI PRIKLADY NA MOCNINNE RADY 417

8.5.11. Priklad. Seététe radu

oo

1
Z4n2—1'

n=1

Reseni. Zkoumejme mocninnou fadu

[e.o]

1
f(X) — Z mXZn-i—l )

n=1

Snadno zjistime, Ze polomér konvergence této mocninné fady je R = 1 a ze tato
fada konverguje i pro x = 1. Z Abelovy véty (Véta 8.3.2) tedy dostaneme

o0 1 .
X gEm = /W= Jim S,

Podle véty o derivaci mocninné fady (Véta 8.2.2) plati pro véechna x € (-1, 1)
= 1 1

f’(x)zzzn_lxzn:xzzn_lxz"_l. (8.11)

n=1 n=1

Posledni fadu si ozna¢me g(x). Tato fada ma polomér konvergence 1, a z véty o
derivaci mocninné fady dostaneme pro vsechna x € (=1, 1)

00 1 / 00 1
’ _ 2n—1 _ 2n—2 __
£ = (L gpt) = 2o

n=1

kde jsme v poslednim kroku pouzili vzorec pro soucet geometrické rady. Integraci
spocteme

1 1 1 1 1
g(x) = / T3 dx = / (Z(x D 2o 1)) dx = 3 log(x—i—l)—z log(1—x)+C .

Dosazenim x = 0 do fady pro g(x) lehce dopocteme C = 0. Z (8.11) mame

f(x) =xg(x) = %xlog(x +1)— %x log(1 —x) .

Standardni integraci pomoci per-partes a rozkladu na parcialni zlomky, kterou zde
nebudeme detailné rozepisovat, 1ze z tohoto spocitat

1 ({x x2 1 1
=—|=-=————1 1 = 21 1 -
f(x) 2(2 73 og( +x)+2x og( +x))
1 x  x2 1 1,
_5(_E—T+§log(l—x)+§x log(l—x))+C2
1 1 x+1 1 x+1
= —x——1 ~x%log —— .
TS I Ty T @
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Dosazenim x = 0 pak snadno zjistime, Ze C, = 0. Podle Abelovy véty dostaneme

o0

o TR B D
2 =y = Jim () = lim x4 (2 —Dlog

n=1

x+1 1

l1—x 2°

kde jsme v poslednim kroku mimo jiné vyuzili znamou limitu limy_,— (x—1) log(1—
x) =0. Y

8.5.12. Priklad. Rozhodnéte, pro kterd k € N je limita

. arctgx —tgx
hmM

x—0 xk

(8.12)

koneénd a nenulova.

Resent. Jest
arctgx —tgx 1 arctgxcosx —sinx

xk " cosx xk+1
Podle 8.6 a 7.3.5 méame

1 1
arctgx cosx = (x — §x3 +o(x*)(1 - §x2 +0(x?))
=x— lx3 +o(x®) — lx3' + lxs + 0(x%)
2 3 6

5
=x— gx3 +o0(x*, x—0.
Odtud a z 7.3.4 dostaneme

. _ 5.3 3y _ _x3 3

. arctgx cosx —sinx o x—zx7 +o(x?) (x e Tolx ))
lim = lim

x—0 xk x—0 xk

—limM

x—0 xk

v . 1 v . . .. v .
Protoze 1}m3c—>0 oE, = 1, plyne z véty o a.I"lththC limit, ze pro volbu k = 3 je
hledana limita kone¢na a nenulova, presnéji

. arctgxcosx —sinx 2
lim = ——.

x—0 x3 3

Opétovnym pouzitim véty o aritmetice limit odtud ihned dostaneme, Ze prok =1
nebo k = 2 plati
. arctgx cosx —sinx
lim g =
x—0 xk
Konec¢né pro sudé ¢islo k, k > 3, plati

arctg x cos x — sin x
lim - = 00
x—0 X

7 Y7

a pro liché ¢islo k, k > 3, limita (8.12) neexistuje. Fy



1 1 1

hop_Lt, 11
O AR TR
Reseni:
Scitame fadu
o 3n+1
kterd konverguje z Leibnize.
Zavedme Tadu -
3n+1
—x
J@) = Z 3n+1’
n=0
do které pak budeme dosazovat x = —1. Dand fada m4 polomér konvergence

roven 1. Na intervalu (—1,1) ji tedy muzeme zderivovat:

o0 oo _1
I =

Po integraci parcidlnimi zlomky dostaneme

flx) = éln|$— 1] — élﬂl4£62+4$—|—4’ - \}garctan (\}g (2l‘+1)) +C
Po dosazeni £ = 0 mame
0=f(0)= —}1n4— iaurctam L+C’: —11r122 — 774_0
6 V3 V3 6 /36
Tedy )
0
C = 11124—76

Celkem tedy
f(z) = lln |z — 1]—1 In [42% + 4z + 4‘—iarctan <1 (2z + 1)> SIn2+—
"~ 3 6 V3 V3 f G

Abychom mohli dosadit x = 1, aplikujeme Abelovu vétu (konvergenci uz
mame), tedy:

i (DT DDA i (=n"

lim f(x) = -
z——1+ 3n+1 3n+1 3n+1
n=0 n=0 n=0
Pro limitu dostaneme
. 1
xi1n%+f( ):milnji ln|a?—1|—fln}4x —|—4x—|—4|—7arctan <\[ (2:z:—|—1)>—|—
1 17
“ln2+ — =
3 n +\/§6
1 1 1 —1 1 1 7
=—-In2—=-In4— —arctan (— )+ -In2+ ——
3 6 V3 (\/3) 3 V36
Loy LT
=_—In —_—
3 V33
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Zaveér:

o0

~1)" 1 1
> CD" Ly 17
Z3n+1 3 V33

2. Sectéte nasledujici fady (bonus k minulému cviku):

0 4n+5
X

(a)
n=0

Reseni:

n!

Polomér konvergence je R = lim,,_,», v/n! = 0o, fada tedy absolutné konver-
guje pro x € R.

Po uprave
X An+5 o 4n 0 4\n
RS NS N €2 SN
n! —xzn!—xz . ve
n=0 n=0 n=0
n 4\n
Pouzili jsme fakt, ze eV = > (% pro y € R a tedy et = > % pro
y € R.
o
(b) Zn%”
n=0
Reseni:

Polomér konvergence je 1, v krajnich bodech tada diverguje.
Po dpravach mame:

o o0 oo /
E na" =gz g n?z" =g g nx™
n=0 n=1 n=1

Navic mame

n=1 n=1

Po zpétném dosazeni dostaneme

Oon2$":az oona:" /:x _r /:x T — )3
5 (g ) () =@ +a/a =)

[e.9]

(c) Z n(n 4+ 2)z"
n=0
Reseni:
Polomér konvergence je 1, v krajnich bodech tada diverguje.
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Upravime

0 D1 1 (& '
Z nin+2)a" = — Z n(n+2)z" = = (Z nx”+2> :
n=0 r n=0 r n=0

Diky prvni upravé, kdy jsme vytkli 1/, nemuzeme pracovat na celém inter-
valu (—1,1). V dalsich krocich budeme tedy sé¢itat fadu zv14st na intervalech
(=1,0) a (0,1).

Dale

3

oo o (o9} ! 1 !/ T
n+2 _ .3 n—1_ ,3 n _ .3 _
S na? =83 pan = g (gp) —q (1_96) -
n=0 n=0 n=0
Dohromady tedy mame

> ((:);3)2)’_1352(3—:3) z(3 — )

n_l J—
;”(“2)‘7” “\0=e2) Tr a2 Ta—op

Méme secteno na (—1,0) a (0,1). Protoze ale fada je pro z = 0 rovna 0,

Ize vysledek dohormady zapsat jako > 2 n(n + 2)z" = fl(i;"’”g pro vSechna
x € (—1,1).
oo
> (n—1)(n+3)z*"
n=1
Reseni: Polomér konvergence je roven 1, fada v krajich diverguje.
Nahradime 22" = y™ a budeme séitat fadu (také ma polomér konvergence 1)
o0 oo o0
Y n-Dn+3)y" = (n-1n+3)y" =y>Y (n—1)(n+3)y" >
n=2 n=2 n=2
0o /
(o)
n=2

Dale pro intervaly (—1,0) a (0,1)

[e.e] 1 oo 1 oo ! 1 o0 !
Syt = 3o (3 ) = (S
n=2 Yy n=2 y n=2 y n=0

/
1 5 - n 1 < 5 1 >/ y(5 — 4y)
==\ v == v —
y nz::O ) ¥ \7 -y (1-y)?

Dohromady tedy pro y € (—1,0) ay € (0,1)

S n w2 (y6—4y)\ _ —4*By—5)
nzo(n Dn+3)y" =y ((1_y)2> =—G g7
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Jelikoz soucet pro y = 0 je roven 0, lze psat pro y € (—1,1)

0 2
—y“(3y — 5)
n—1)n+3)y" = ————"——
nzzo (1-y)?
Pro puvodni fadu pak dostaneme
oo 4(9..2
on  —Z°(32° —5)
g(n ~ D+ ) = =g
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