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Piiklady

1. Urcete polomér konvergence R néasledujicich mocninnych fad a také konvergenci
na hranici.

(a)
> 2
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n=1

kde (0 < a < 1)
Reseni: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1
= limsup {/|a"*| = limsup o™ = 0,

n—oo n—oo
a tedy R = +o0.
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kde p € R.
Reseni: Pro kazdé p € R plati
1
lim nt__ =1,
n—o00 m

tudiz polomér konvergence je vzdy 1.

Chovani na hranici:

Pokud p > 1, pak fada konverguje absolutné na hranici.
Pokud 1 > p > 0, potom tada
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konverguje neabsolutné dle Leibnize. Rada

diverguje.

Pro p <0 fada na hranici diverguje.
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Plati
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Resenti:
Plati
n/ 3" —2)n V|1 —2/3)" 1
— = limsup M:hmsup& L+ ( /)|:3-f:3.
n—00 n n—00 {L/ﬁ 1

tudiz polomér konvergence je % (V odhadech jsme pouzili ¥/1 < |{/1 + (2/3)"| <
{/2 a faktu, ze limsup se bude tykat sudych n.)
Chovani na hranici: Je tieba vysetiit konvergenci fady
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V prvnim piipadé mame
ey SRR ol el e
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coz porovname s fadou b, = 1/n, coz diverguje.
V druhém piipadé ziskame

Sorcy () _Sey
—~ n 3) n n3n’

Prvni ¢ast konverguje z Leibnize, druhd z d’Alamberta, tedy konverguje.
Absolutni konvergenci jiz vyloucil prvni ptfipad.
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Reseni:
Jednd se o mocninnou fadu, jejiz koeficienty jsou povétsinou nulové, s vyjimkou
koeficientit u 2. Je tieba myslet na to, ze koeficient 2% je koeficient nikoliv
u n-tého, ale n?-tého élenu této fady. Abychom mohli pouzit vztahy pro
vypocet poloméru konvergence, potiebujeme najit vztah pro n-ty koeficient
.

Jestlize ale plati

1
ap2 = on a koeficienty jsou jinde nulové,
potom
_ 1 k d _ k2 o k, k’ e ,
an = Vo pokud n = k* pro néjaké k pfirozené
ap, = 0 jinak

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu spoc¢teme

1 1" .
_——= 1 v = 1 —_— = 1 _\/7.5 == 0 =
7 limsup v/|a,| nh_}rrolo <2\/ﬁ> lim 2 2° =1.
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Na hranici fada zjevné konverguje absolutné.
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Reseni: Plati

(2n)!! o + 3
T @n+D! L. n o
R= lm oy = Jm 5 o =1
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Pro konvergneci na hranici vyuzijeme odhadu dokazatelnych indukci
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7 prvniho odhadu je ziejmé, ze pro z = 1 fada diverguje srovnanim s fadou
> ﬁ 7 druhého odhadu vyplyva, ze pro x = —1 fada konverguje neab-
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solutné podle Leibnize. (nutno dokézat monotonii posloupnosti



n=1
Reseni: Plati
1 W B4 (=) (="
— = limsu 2 =limsup ———— = 4.

Tudiz R = 3
Konvergence na hranici: VysSetiujeme fady
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= [B+ (=D (—1)"
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n=1
Podivame-li se pouze na sudé ¢leny, dostaneme fadu
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2n 42n 2n’

n=1 n=1
ktera diverguje.
Pro liché ¢leny dostaneme

ot 22n+1 et 1 1

Z 2n+142n+1 - Z on + 1 22n+1”
n=1 n=1

22n+1 (_1)71
— 2n + 1 42n+17
které konverguji absolutné.

Sectenim liché“ a ,sudé ¢éasti* fady dospivame k zavéru, ze pro o = 0 fada
7 7 )
na hranici diverguje.
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Z am + bn’
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kde a > 0, b > 0.
Reseni:



BUNO predpokladejme, ze a > b. Pak Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

plati
1 I n 1 I 1, 1 1
— = limsup {/ =limsup— /| ———— = —,
R n—>oop a™ + b n—>oop a 1+ (b/a)n a

R=a.

(Pouzili jsme odhady 1 <1+ (b/a)™ < 2.)
Na hranici fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence:

a tudiz
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Je
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(2n+2)!
Tudiz polomér konvergence je 4.

Na hranici tedy vysSetiujeme fadu
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Pro z = —4 mame:
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pouzijeme Leibnize a zjistujeme, zda
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Tedy posloupnost a,, je rostouci, prvni ¢len je roven 1, tedy zjevné nejde k
0, tedy fada diverguje v bodé -4. Tedy v bodé 4 také.

Zaver: tada konverguje na (—4,4).

0o 1 n2 .

n=1

Reseni: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1 n
= lim sup (1 + ) =e,
n—»00 n

a tedy R = %
Na hranici tedy vysSetfujeme fadu

Plati ale

7L2 1
Jg&(lm) ERV

tudiz fada diverguje, protoze nespliuje nutnou podminku konvergence a,, —
0. Limitu lze spocitat napiiklad takto pomoci Taylorova rozvoje (s vyuzitim
spojitosti exponencialni funkce):

, N1 ) 1 )
lim (14— — = limexp |zIn(14+— | —x| =e
T—00 €T et T—00 €T

Protoze pro y = %

=

mame z Taylora:

1 1 1 1 1 1 1
1‘ —1 1 —_— = 1 —_— _ — 2 2 _— = —— = ——.
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Zaver: tada konverguje na (—1/e, 1/e).

[e.9] xn
D
n=1

kde a > 0.



Reseni:
Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

1 1
— —limsup {/ —— = limsupa V"7 = 40 = 1.
R n—>oop a\/E n—)oop
Tedy
R=1.

Pokud a > 1, potom fada na hranici konverguje absolutné, coz ze srovnani
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(Limitu lze spocist napiiklad pouzitim Heineho véty a dvojndsobnym ap-
likovéanim "'Hopitalova pravidla.)

Pokud 0 < a < 1, potom fada na hranici diverguje, nebot nesplituje nutnou
podminku konvergence, a,, /4 0.

kde a > 0, b > 0.
Reseni: Mame

Vysetiime dva ptipady, nejprve a > b, pak

n

i <hmsup\/—+ <hmsupw—+ \/ =a
n—00 n—00 n—o0 "_>°O

a = lim

P:*
a

analogicky pro a < b:
nfb 20™

b= lim <hmsup ——l——<hmsup ——l——QS lim \/>VO:ALZ)
n—00 n—00 n—00 n n—00 n

"

Krajni body Vysetrlme pro oba prlpady zvldst. Radu rozvijime v 0, tedy
krajni body jsou p=1,1a —p=—1 —5.

a’b

Necht a > b. Pak nds zajim4 fada:



o0 n n oo n oo
an b\ 1 1 b 1
> (n + nz) Pl b (n+ annz) = Zg

Pouzijeme porovnani fad (maji kladné cleny) a zjistime, ze fada diverguje.
Druhy krajni bod:

Sy ()

n=0 n=0

Toto muZeme roztrhnout na 2 konvergentni fady, prvni konverguje z Leib-
nize, druha taktéz. Tedy fada v krajnim bodé —1/a konverguje, ale nikoli
absolutné.

Necht a < b. Pak nés zajim4 fada:

= /a* b\ 1 =/ a” 1
;O<n+n‘2>m_z<mn+vﬂ>

Toto opét roztrhneme na 2 fady, prvni konverguje z d’Alembertova kritéria, o
druhé to vime. Tedy roztrzeni bylo korektni (roztrhli jsme na 2 konvergentni
fady), fada konverguje. Dosadime-li nésledné jako krajni bod —1/b, muzeme
rozvnou Fici, ze fada konverguje absolutné.

Bonus

2. Vime, ze fada Y a,(z + 7)" konverguje pro x = 0 a diverguje pro x = —17. Co
muzeme Fict o poloméru konvergence?
Reseni: Jelikoz je stfed mocninné fady v zg = —7, pro polomér konvergence
plati 7 < p < 10.

3. Vime, ze fada ) a,z™ konverguje pro x = —4 a diverguje pro z = 7. Urcete, zda
jsou nasledujici vyroky pravdivé, nepravdivé nebo pravdivost nelze uréit:
LEZ Rada konverguje pro x = 10.
PRAVDA Rada konverguje pro z = 3.
LEZ Rada diverguje pro z = 1.
NEVIME Rada diverguje pro x = 6.
Reseni: Stied je v 29 = 0, polomér konvergence 4 < R < 7. Tedy fada urcité

konverguje na [—4,4) a urcité diverguje na [7,00) a (—o0,—7). Na ostatnich
intervalech nevime.

4. Najdéte mocninnou fadu, ktera:



(a)

diverguje pro z = 0;

Reseni:

Napf. Y 7 (5" (x—42)". Tato fada ma polomeér konvergence R = 1/5 a stred
v zg = 42. V 0 tedy urcité diverguje. (Lze zjistit i dosazenim, > 7, 5"42"
diverguje.)

konverguje pro x = 5, ale nikde jinde;

Reseni:

Napi. > > nl(z —5)".

mé stied konvergence v 0, polomér konvergence roven 2 a konverguje pro 2,
ale diverguje pro —2.

ResSeni: Zkusme radu
oo

_1)n
Z (n27)1 z"

n=0

Polomér konvergence je R = 2. Pro krajni bod x = 2

$ I, Iy

n=0 nar n=0 n
coz konverguje. Pro x = —2

L MR

n=0 nan n*On

coz diverguje.



