
5. cvičeńı
http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼kuncova/

Př́ıklady

1. Určete poloměr konvergence R následuj́ıćıch mocninných řad a také konvergenci
na hranici.

(a)
∞∑
n=1

αn2 · xn,

kde (0 < α < 1)

Řešeńı: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1

R
= lim sup

n→∞

n

√
|αn2 | = lim sup

n→∞
αn = 0,

a tedy R = +∞.

(b)
∞∑
n=1

xn

np
,

kde p ∈ R.

Řešeńı: Pro každé p ∈ R plat́ı

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1
np

1
(n+1)p

∣∣∣∣∣ = 1,

tud́ıž poloměr konvergence je vždy 1.

Chováńı na hranici:

Pokud p > 1, pak řada konverguje absolutně na hranici.

Pokud 1 ≥ p > 0, potom řada

∞∑
n=1

(−1)n

np
,

konverguje neabsolutně dle Leibnize. Řada

∞∑
n=1

1

np
,

diverguje.

Pro p ≤ 0 řada na hranici diverguje.
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(c)
∞∑
n=1

n!

an2 · xn,

kde (a > 1)

Řešeńı:

Plat́ı

R = lim
n→∞

n!

an2

(n+1)!

a(n+1)2

= lim
n→∞

a(n+1)2−n2

n+ 1
= lim

n→∞

a2n+1

n+ 1
= +∞.

(d)
∞∑
n=1

3n + (−2)n

n
(x+ 1)n

Řešeńı:

Plat́ı

1

R
= lim sup

n→∞

n

√
|3n + (−2)n|

n
= lim sup

n→∞
3 ·

n
√
|1 + (−2/3)n|

n
√
n

= 3 · 1

1
= 3.

tud́ıž poloměr konvergence je 1
3 . (V odhadech jsme použili n

√
1 ≤ | n

√
1 + (2/3)n| ≤

n
√

2 a faktu, že lim sup se bude týkat sudých n.)

Chováńı na hranici: Je třeba vyšetřit konvergenci řady

∞∑
n=1

3n + (−2)n

n

(
1

3

)n

a
∞∑
n=1

3n + (−2)n

n

(
−1

3

)n

.

V prvńım př́ıpadě máme

∞∑
n=1

3n + (−2)n

n

(
1

3

)n

=

∞∑
n=1

1 +
(
−2

3

)n
n

,

což porovnáme s řadou bn = 1/n, což diverguje.

V druhém př́ıpadě źıskáme

∞∑
n=1

3n + (−2)n

n

(
−1

3

)n

=

∞∑
n=1

(−1)n

n
+

2n

n3n
.

Prvńı část konverguje z Leibnize, druhá z d’Alamberta, tedy konverguje.
Absolutńı konvergenci již vyloučil prvńı př́ıpad.
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(e)
∞∑
n=1

1

2n
xn

2

Řešeńı:

Jedná se o mocninnou řadu, jej́ıž koeficienty jsou povětšinou nulové, s výjimkou
koeficient̊u u xn

2
. Je třeba myslet na to, že koeficient 1

2n je koeficient nikoliv
u n-tého, ale n2-tého členu této řady. Abychom mohli použ́ıt vztahy pro
výpočet poloměru konvergence, potřebujeme naj́ıt vztah pro n-tý koeficient
an.

Jestliže ale plat́ı

an2 =
1

2n
a koeficienty jsou jinde nulové,

potom

an =
1

2
√
n

pokud n = k2 pro nějaké k přirozené

an = 0 jinak

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu spočteme

1

R
= lim sup

n→∞
n
√
|an| = lim

n→∞

(
1

2
√
n

)1/n

= lim
n→∞

2−
√
n· 1

n = 20 = 1.

Na hranici řada zjevně konverguje absolutně.

(f)
∞∑
n=1

(2n)!!

(2n+ 1)!!
xn

Řešeńı: Plat́ı

R = lim
n→∞

(2n)!!
(2n+1)!!

(2n+2)!!
(2n+3)!!

= lim
n→∞

2n+ 3

2n+ 2
= 1.

Pro konvergneci na hranici využijeme odhad̊u dokazatelných indukćı

(2n)!!

(2n+ 1)!!
>

1

2n+ 1
,

(2n)!!

(2n+ 1)!!
<

1√
2n+ 2

.

Z prvńıho odhadu je zřejmé, že pro x = 1 řada diverguje srovnáńım s řadou∑ 1
2n+1 . Z druhého odhadu vyplývá, že pro x = −1 řada konverguje neab-

solutně podle Leibnize. (nutno dokázat monotonii posloupnosti (2n)!!
(2n+1)!!).
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(g)
∞∑
n=1

[3 + (−1)n]n

n
xn

Řešeńı: Plat́ı

1

R
= lim sup

n→∞

n

√
[3 + (−1)n]n

n
= lim sup

n→∞

3 + (−1)n

n
√
n

= 4.

Tud́ıž R = 1
4 .

Konvergence na hranici: Vyšetřujeme řady

∞∑
n=1

[3 + (−1)n]n

n

1

4n

a
∞∑
n=1

[3 + (−1)n]n

n

(−1)n

4n

Pod́ıváme-li se pouze na sudé členy, dostaneme řadu

∞∑
n=1

42n

2n

1

42n
=

∞∑
n=1

1

2n
,

která diverguje.

Pro liché členy dostaneme

∞∑
n=1

22n+1

2n+ 1

1

42n+1
=
∞∑
n=1

1

2n+ 1

1

22n+1
,

a
∞∑
n=1

22n+1

2n+ 1

(−1)n

42n+1
,

které konverguj́ı absolutně.

Sečteńım
”
liché“ a

”
sudé části“ řady dosṕıváme k závěru, že pro α = 0 řada

na hranici diverguje.

(h)
∞∑
n=1

xn

an + bn
,

kde a > 0, b > 0.

Řešeńı:
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BÚNO předpokládejme, že a > b. Pak Podle Cauchy-Hadamardova vztahu
plat́ı

1

R
= lim sup

n→∞

n

√
1

an + bn
= lim sup

n→∞

1

a
n

√
1

1 + (b/a)n
=

1

a
,

a tud́ıž
R = a.

(Použili jsme odhady 1 ≤ 1 + (b/a)n ≤ 2.)

Na hranici řada diverguje, nebot’ nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence:

lim
n→∞

an

an + bn
→ 1 6= 0.

(i)
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
xn

Řešeńı:

Je

lim
n→∞

(n!)2

(2n!)

((n+1)!)2

(2n+2)!

= lim
n→∞

(2n+ 2)(2n+ 1)

(n+ 1)2
= 4.

Tud́ıž poloměr konvergence je 4.

Na hranici tedy vyšetřujeme řadu

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
4n

a
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
(−1)n4n.

Pro x = −4 máme:
∞∑
n=0

(−1)n(n!)24n

(2n)!

použijeme Leibnize a zjǐst’ujeme, zda

lim
n→∞

(n!)24n

(2n)!

jde k 0. Porovnáme an a an+1:

an
an+1

=
n!n!4n(2n+ 2)!

(2n)!(n+ 1)!(n+ 1)!4 · 4n
=

(2n+ 2)(2n+ 1)

4(n+ 1)2
=

4n+ 2

4n+ 4
< 1
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Tedy posloupnost an je rostoućı, prvńı člen je roven 1, tedy zjevně nejde k
0, tedy řada diverguje v bodě -4. Tedy v bodě 4 také.

Závěr: řada konverguje na (−4, 4).

(j)
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

· xn

Řešeńı: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1

R
= lim sup

n→∞
n

√√√√∣∣∣∣∣
(

1 +
1

n

)n2
∣∣∣∣∣ = lim sup

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e,

a tedy R = 1
e .

Na hranici tedy vyšetřujeme řadu

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

1

en

a
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n2

1

en
(−1)n.

Plat́ı ale

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n2

1

en
=

1√
e
,

tud́ıž řada diverguje, protože nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence an →
0. Limitu lze spoč́ıtat např́ıklad takto pomoćı Taylorova rozvoje (s využit́ım
spojitosti exponenciálńı funkce):

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x2

1

ex
= lim

x→∞
exp

[
x2 ln

(
1 +

1

x

)
− x
]

= e−
1
2

Protože pro y = 1
x máme z Taylora:

lim
y→0

1

y2
ln (1 + y)− 1

y
= lim

y→0

1

y2

(
y − 1

2
y2 + o(y2)

)
− 1

y
= −1

2
+ 0 = −1

2
.

Závěr: řada konverguje na (−1/e, 1/e).

(k)
∞∑
n=1

xn

a
√
n
,

kde a > 0.
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Řešeńı:

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plat́ı

1

R
= lim sup

n→∞

n

√
1

a
√
n

= lim sup
n→∞

a−
√
n·1/n = a0 = 1.

Tedy
R = 1.

Pokud a > 1, potom řada na hranici konverguje absolutně, což ze srovnáńı

1
a
√
n

1
n2

=
n2

a
√
n

n→∞−−−→ 0.

(Limitu lze spoč́ıst např́ıklad použit́ım Heineho věty a dvojnásobným ap-
likováńım l’Hopitalova pravidla.)

Pokud 0 < a ≤ 1, potom řada na hranici diverguje, nebot’ nesplňuje nutnou
podmı́nku konvergence, an 6→ 0.

(l)
∞∑
n=1

(
an

n
+
bn

n2

)
· xn,

kde a > 0, b > 0.

Řešeńı: Máme

an =
an

n
+
bn

n2

Vyšetř́ıme dva př́ıpady, nejprve a ≥ b, pak

a = lim
n→∞

n

√
an

n
≤ lim sup

n→∞

n

√
an

n
+
bn

n2
≤ lim sup

n→∞

n

√
an

n
+
an

n2
≤ lim

n→∞
n

√
2an

n
= a

ρ =
1

a

analogicky pro a < b:

b = lim
n→∞

n

√
bn

n2
≤ lim sup

n→∞

n

√
an

n
+
bn

n2
≤ lim sup

n→∞

n

√
bn

n
+
bn

n2
≤ lim

n→∞
n

√
2bn

n

V OAL
= b

ρ =
1

b

Krajńı body vyšetř́ıme pro oba př́ıpady zvlášt’. Řadu rozv́ıj́ıme v 0, tedy
krajńı body jsou ρ = 1

a ,
1
b a −ρ = − 1

a ,−
1
b .

Necht’ a ≥ b. Pak nás zaj́ımá řada:
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∞∑
n=0

(
an

n
+
bn

n2

)
1

an
=
∞∑
n=0

(
1

n
+

bn

ann2

)
≥
∞∑
n=0

1

n

Použijeme porovnáńı řad (maj́ı kladné členy) a zjist́ıme, že řada diverguje.
Druhý krajńı bod:

∞∑
n=0

(
an

n
+
bn

n2

)
(−1)n

an
=
∞∑
n=0

(
(−1)n

n
+

(−1)nbn

ann2

)
Toto můžeme roztrhnout na 2 konvergentńı řady, prvńı konverguje z Leib-
nize, druhá taktéž. Tedy řada v krajńım bodě −1/a konverguje, ale nikoli
absolutně.

Necht’ a < b. Pak nás zaj́ımá řada:

∞∑
n=0

(
an

n
+
bn

n2

)
1

bn
=

∞∑
n=0

(
an

bnn
+

1

n2

)
Toto opět roztrhneme na 2 řady, prvńı konverguje z d’Alembertova kritéria, o
druhé to v́ıme. Tedy roztržeńı bylo korektńı (roztrhli jsme na 2 konvergentńı
řady), řada konverguje. Dosad́ıme-li následně jako krajńı bod −1/b, můžeme
rozvnou ř́ıci, že řada konverguje absolutně.

Bonus

2. Vı́me, že řada
∑
an(x + 7)n konverguje pro x = 0 a diverguje pro x = −17. Co

můžeme ř́ıct o poloměru konvergence?

Řešeńı: Jelikož je střed mocninné řady v x0 = −7, pro poloměr konvergence
plat́ı 7 ≤ ρ ≤ 10.

3. Vı́me, že řada
∑
anx

n konverguje pro x = −4 a diverguje pro x = 7. Určete, zda
jsou následuj́ıćı výroky pravdivé, nepravdivé nebo pravdivost nelze určit:

LEŽ Řada konverguje pro x = 10.

PRAVDA Řada konverguje pro x = 3.

LEŽ Řada diverguje pro x = 1.

NEVÍME Řada diverguje pro x = 6.

Řešeńı: Střed je v x0 = 0, poloměr konvergence 4 ≤ R ≤ 7. Tedy řada určitě
konverguje na [−4, 4) a určitě diverguje na [7,∞) a (−∞,−7). Na ostatńıch
intervalech nev́ıme.

4. Najděte mocninnou řadu, která:
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(a) diverguje pro x = 0;

Řešeńı:

Např.
∑∞

n=0 5n(x−42)n. Tato řada má poloměr konvergence R = 1/5 a střed
v x0 = 42. V 0 tedy určitě diverguje. (Lze zjistit i dosazeńım,

∑∞
n=0 5n42n

diverguje.)

(b) konverguje pro x = 5, ale nikde jinde;

Řešeńı:

Např.
∑∞

n=0 n!(x− 5)n.

(c) má střed konvergence v 0, poloměr konvergence roven 2 a konverguje pro 2,
ale diverguje pro −2.

Řešeńı: Zkusme řadu
∞∑
n=0

(−1)n

n2n
xn.

Poloměr konvergence je R = 2. Pro krajńı bod x = 2

∞∑
n=0

(−1)n

n2n
2n =

∞∑
n=0

(−1)n

n
,

což konverguje. Pro x = −2

∞∑
n=0

(−1)n

n2n
(−2)n =

∞∑
n=0

1

n
,

což diverguje.
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