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Pokud x € (—o0, —1], plati
(—=1)" arctg(x") = arctg(|x|") > arctg 1,

a proto

ad rctgx T & 1
Z SEP P i

n=1

Tedy D(f) = (—1, 00).

Vysetiime stejnomérnou konvergenci na [0, 00). Polozime

\(/%, gn(x) = arctg(x"),

Pak Y72, fu =3, pro kazdé x € [0,00) je {gn(x)} monoténni a [g,(x)| < %, x €
[0, 00). Dle Véty 12.3.6 dana rada konverguje stejnomérné na [0, 00).
Ukazeme nyni, Ze ) —1naagxn nekonverguje stejnomérné na zadném pravém
Vn+1
okoli bodu —1. Predpokladejme pro spor, ze fada konverguje stejnomérné na ne-

jakém intervalu (-1, -1 + §). Polozme

SN(x) = Z( li/LCtgx, x € (—=1,—1+56).

Ja(x) =

x € [0, 00).

Jelikoz
N

lim fN(X)Z =apy € R,
x

7
-1t ’; 4v/n +1
dle Véty 12.1.7 existuje vlastni limita limy o ay. To je vSak zfejma nepravda, a
tedy nas predpoklad o stejnomérné konvergenci byl chybny.
Ukazeme vsak, ze fada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu [g, 0], kde
g € (—1,0). Pro x € [g, 0] totiz plati
(=1)" arctg(x") arctg(|x|") - |x|" < gl
NZES! i+l T m+1 7
Jelikoz je fada ) 2, |¢|" konvergentni, konverguje dand fada stejnomérné na [g, 0]
dle Véty 12.3.3.

Rada tak konverguje lokaln¢ stejnomérné na (—1, 00), coz zarucuje spojitost f
na tomto intervalu, vizte Vétu 12.1.8. s

12.5.16. Priklad. Spoctéte f7(0), pokud

sin(l + 3 )
fx)y=) )'——*
S

Reseni. Oznadime
. X
sin(1 + )

, e R.
NG g

fn(x) = (_1)n
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Pak )
Lcos(l + %
| ()| = ‘( 1) T

Tedy na kazdém intervalu tvaru (— q q) kde g > 0,je Y02, f/ = dle Véty 12.3.3.
Jelikoz Y 02 | fx(0) = sin(1) Y02, f konvergUJe jsou splnény predpoklady Ve-

| _ty}\?'»’TedyZ —1 fn» = na(—q,q) anavic
O derivaci P = an,(x),

1

3
n2

x €(—4,9q).

Tedy

£y =3 -1yt

n=1 I’l

12.5.17. Piiklad. Urcete defini¢ni obor funkce

. > (sign(cos x))" (2 cos(x)
10

a zjistéte, zda je na ném spojita.

)2n

x € R,

Reseni. Polozme
(sign(cos x))" (2 cos(2x))" n (4cos? x)"
Vlogn Vlogn '

Pokud x € R splituje [cos™| < 3, 4. x € (%, 2F) + kn, k € Z, tak
| £ ()] < (4cos?x)",

Ja(x) = x € R.

= (sign(cosx))

atedy fada Y p2, fu(x) konverguje absolutné. Pokud |cos™| > 1, tj. x € (=%, %) +
km,k € Z, tak fu(x) » 0, a tedy fada >, , fn(x) diverguje. Pokud x =73 +2kn
nebo x = 57” +2km,k € Z, pak cosx = % a signcosx =1, tedy

n;fnm Z ’_10gn

diverguje. Pokud x = 27” + 2km nebo x = T + 2kn, k € Z, pak cosx = —%,
signcosx = —1, a tedy

S fulw) = Z - ”n
n=2

konverguje dle Véty 3.3.1. Defini¢ni obor f je tak

D(f) = [(” %”}u[‘;” 5;):|+2kn kel
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Rada viak nekonverguje stejnomérné na [0, 00), nebot pro libovolné N € N
méame odhad
2N

2N N 2N
n;vfn(N) Zlog( N2+n2)2n;\]10g(1+N2+(2N)2)

2 2
2N10g(1+m)—>§

Tedy Y 72, fu nespliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku na [0, 0o), takze dand
fada zde nekonverguje stejnomérné. *

12.5.19. Priklad. Nechta, € R,n € N, a xo € R jsou takové, ze rada

Qn

nxo
n=1

konverguje. Ukazte, ze pak rada konverguje stejnomérné na [xo, 00).
Reseni. Pro x € [xg, 00) mame
o0 o0
Y=y
nxo nx xo
n=1 n=1

Jelikoz Yy 72 | Au {nxlxo je monoténni omezena posloupnost, tvrzeni plyne

z Véty 12.3.6. ry
12.5.20. Priklad. Ukazte, Ze funkce

oo .
f(x)ZZSIIlnX’ XER,

n3

N

S

n=1

ma spojitou derivaci na R a spojitou druhou derivaci na (0, 27).

Resend. Zjevné plati D(f) = R. Oznacme f,(x) = sinnx o uvazujme fady

> , cosnx ” sinnx
n;f,,u) Z me Z —

n=1 n=1

Z odhadu | f,)(x)| < niz a Véty 12.3.3 plyne stejnomérna konvergence tady deri-
"

vaci na R. Z Pi{klada@®? plyne lokalné stejnomérnd konvergence fady Y 2, f;

na (0, 2m). ¢ty P? a 12.1.8 tak plyne spojitost f' = Y72, f. na R a spojitost
S =527 1V na(0,2n). *

12.5.21. Priklad. Dokazte, ze Riemannova funkce zeta

01

nx
n=1

{(x) =

splnuje ¢ € C*°(1, 00).



2. Funkéni fady Studijni text

@ Piiklad 2.14. Funkce s(z) je ddna vztahem

> sinkz sinz sin2z sin3x
s(x)zzzk=2+4+8

k=1

Ukazme, Ze s(z) je definovand a spojita pro vSechna redlnd x a vypocitejme jeji derivaci.

Regend. Ziejmé plati L@ [ \)QW'%QA-A o N\ X =0

sm kx

[fr(2)| =

\F
<<2) , 2 € (—00,00), k=1,2,... .

Majorantni éiselna fada - b1 ( ) konverguje, tedy podle Weierstrassova kritéria dand funkéni fada kon-
verguje stejnomérné na celé realné ose. Odtud také plyne spojitost s(x) pro vSechna realna x.
Nyni provéiime, zda na (—oo, 00) konverguje stejnomérné také fada prvnich derivaci f (z). Vskutku,

kcoskx k
C-M\M\ |fk( )| ‘27@ S27k’ me(—oo,oo), k:1727
/\
C Konvergenm majorantni fady > o, k / 2% ovéfime snadno uzitim limitniho podilového kritéria. Tedy podle
Owe Weierstrassova kritéria fada prvnich derivaci konverguje stejnomérné, a podle véty o derivovani funkéni fady
&emstuje s'(z) a plati
ron sin kx k cos kac __cosx  2cos2x  3cos3x
s(x)-(% > z_: 5 + 1 + 5 +..., x € (—00,00).

SHRNUTI POZNATKU O FUNKCNICH RADACH

Sectenim nekonecné mnoha funkci obdrzime opét funkci, ktera vSak nemusi byt definovana na defini¢nim
oboru jednotlivych séitanct, ale obecné pouze na n&jaké jeho podmnoziné (ta se uréi jako mnozina vSech z,
pro kterd danda fada konverguje; muze se stat, ze fada nekonverguje pro zadné x, pak souctova funkce neni
definovana nikde). Zakladni véty matematické analyzy o spojitosti, derivaci a integraci souc¢tu dvou (resp.

kone¢né mnoha) funkei nelze automaticky rozsitit na nekoneéné souéty. Ke splnéni téchto vlastnosti je tfeba
vyzadovat silnéjsi typ konvergence, tzv. stejnomérnou konvergenci.

UM FSI VUT v Brng 14



2. Funkéni fady Resené piiklady

Resend. Podle limitniho podilového kritéria a uzitim vzorce pro sinus dvojnasobného thlu plati

——=—— = lim = lim e =-<1
k—oo |sin g% | k—o0 gin 2 k=00 2 cos 5oty 2¢0s0 2

| S1n W| S11 SE+T . 1 1 1
|z]
2k+1

pro vSechna redlnd z, tedy I* = (—o00, 00).

B. VLASTNOSTI FUNKCNICH RAD

Priklad 2.6. Ukazte, Ze funkéni fada

i coskr  cosw i cos 2x i cos 3x
P 2k 2 4 8

konverguje stejnomérné pro vSechna x € R.

Reseni. Z¥ejmé plati
1
<o

cos kx

ok =: ag pro vSechna k =1,2,... az € R.

(@) =

: 0 00 _ oo (1\k . ; R . 1
Majorantni fada .~ ar = >, (5) je konvergentni geometrickd fada s kvocientem ¢ = 3, tedy podle
Weierstrassova kritéria konverguje funkéni fada Y -, Cogskkm stejnomérné (a také absolutné) na celé redlné

ose.

Priklad 2.7. Funkce s(z) je definovina vztahem
=k
s(w):zeﬂze’z+2e*2‘”+3e*3“’+..., x> 0.
k=1
In3
Ukazte, Ze s(z) je definovana a spojité pro viechna z > 0, a vypoctéte [ s(x) d.
In2

Reseni. Nejprve ukdzeme, Ze dana funkéni fada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu <w, 00), kde
w > 0 je libovolné redlné ¢islo. Ziejmé

k

ek:c

k
<= z € (w,00), k=1,2,... .
e

[fr(2)] =

Majorantni ¢iselnd fada konverguje napt. podle limitniho odmocninového kritéria, nebot e¥ > 1. Podle
Weierstrassova kritéria proto dana fada konverguje stejnomérné na kazdém intervalu <w,oo), a souctova

integrace, a plati tedy JO ( Cu 2\ L 5) WoSwl o g/Z\OL?C/\

In3 In3 ee} e o] In3 %) - 2X
[oswa = [ (Zkk> de=Y [ ke = - Y e he e
In2 In2 k=1 k—1/In2 1
N S TS SR o £ R V£ RN g -
S SR >_z(2) —2(3) ~1-1-1
k=1 k=1 k=1 =—

Priklad 2.8. Rozhodnéte o spojitosti funkce Y -, ln(%kki)

UM FSI VUT v Brng 12
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14.3. ZAMENA LIMIT, DERIVACE A INTEGRAL 17

Piiklad 14.3.11. (i) Mame

k=0 :k:O 0
_ - Ik+1 1_ > 1 _ = 1 _ 1= z1l
_Z[(k—l-l)'}o_z(k—kl)l Zkl e—1=le"

Prohozeni sumy a integralu ndm umoznila stejnomérnéd konvergence, kterd plyne
z Diniho véty (Véta 14.3.6) nebo Weierstrassova kritéria (Véta 14.2.2).
(ii) Plati

Ler 1 L& pht e Skt &1

Prohozeni sumy a integralu se zduvodni jako vyse, jen v pripadé aplikace Diniho

véty je nutné pracovat s funkci e1m—1 spojité dodefinovanou v po¢atku hodnotou 1.

Poznamka 14.3.12. Prvni ¢ast predchoziho ptikladu m4 jen pramalou hodnotu,
nebot jsme pouzili zdlouhavy postup, tfebaZe integrand mé dobfe zndmou pri-
mitivni funkci. Druhd ¢ast je podstatné zajimavéjsi, nebot nase techniky hledani
primitivni funkce z prvni ¢asti skript neumoznuji takovou tilohu fesit. Vysledek je
v8ak neuspokojivy tim, ze fadu neumime secist. Zde je ale vhodné poznamenat, Ze
jsme prece jen néjaky pokrok udélali. Ziskana fada se da celkem pohodlné pouzit
k numerickym aproximacim skuteéné hodnoty integralu (zkuste si rozmyslet, kolik

¢lent je potfeba secist k dosazeni presnosti tieba Tloo)

Predchozi priklad se dal také TeSit pomoci technik z teorie mocninnych rad.
Techniky v této kapitole jsou vSak univerzalngjsi, nebot v matematice nachazeji
uplatnéni i dalsi typy funkénich fad.

Pfiklad 14.3.13. Zkusme nase metody pouzit na vypocet (Newtonova) integralu

oo T oo T 1 = T 0 ka
:=/O rﬂd”ﬂ:/o e*wmd”/o (;kzzo(‘”ke ) do
—/m(i(l)k"'lxe_m) dz.
0

k=1

K prohozeni sumy a integralu potfebujeme stejnomérnou konvergenci na omeze-
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Rada viak nekonverguje stejnomérné na [0, 0o), nebot pro libovolné N € N
méame odhad
2N

2N N 2N
n;vfn(N) Zlog( N2+n2)2n;vlog(l+N2+(2N)2)

2 2
2N10g(1+m)—>§

Tedy Y 72, fu nespliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku na [0, co), takze dand
fada zde nekonverguje stejnomérné. *

12.5.19. Priklad. Nechta, € R,n € N, a xo € R jsou takové, ze rada

Qn

nxo
n=1

konverguje. Ukazte, ze pak rada konverguje stejnomérné na [xo, 00).
Reseni. Pro x € [xg,00) mame

o [e'9)
Yo=Y
nxo nx x0 °

n=1 n=1

Jelikoz Yy 72 | Au {nxlxo je monoténni omezena posloupnost, tvrzeni plyne

z Véty 12.3.6. ry
12.5.20. Priklad. Ukazte, Ze funkce

oo .
f(x)ZZSIIlnX, XER,

n3

N

S

n=1

ma spojitou derivaci na R a spojitou druhou derivaci na (0, 27).

Resend. Zjevné plati D(f) = R. Oznacme f,(x) = sinnx o uvazujme fady

> , cosnx ” sinnx
n;f,,u) Z Zf<x> Z —

n=1 n=1

1

Z odhadu | f,/(x)| = ;5 a Véty 12.3.3 plyne stejnomérna konvergence rady deri-

vaci na R. Z Prfkladu ?? plyne lokalné stejnomérnd konvergence fady Y .2, f,”

na (0,2m). Z Véty ?? a 12.1.8 tak plyne spojitost f' = > 2, f. na R a spojitost

S =302 £V na(0,2n). ry
12.5.21. Priklad. Dokazte, ze Riemannova funkce zeta
21
(x)=) —
n=1 n

splnuje ¢ € C*°(1, 00).
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Reseni. Postupujeme indukei. Necht g > 1je libovolné. Pak Yo% | -1 konverguje, a
tedy z Prikladu 12.5.19 plyne stejnomérna konvergence dané rady na [g, 00). Tedy
¢ je spoijitd na (1, 00).

Dokazeme nyni, ze pro kazdé k € N U {0} plati

oo

k
(O = (-1)F Y B e (1.00)

n=1

Pro k = 0vzorec zjevné plati. Pfedpokladejme jeho platnost pro néjaké k € NU{0}.

Pak fada o logk+1n g_\x //ou\ S&RM
> (A D)

n=1

konverguje lokalné stejnomérné na (1, o) (vizte Piiklad 12.5.19), a tedy plati diky
Véte ?? rovnost

Gk+1) 0y — (#k " WM /_°°(_1)k+110gk+1n
R P e e

n=1 n=1

Tedy ¢ je tfidy C* na (1, 00). a*

12.5.22. Priklad. Zjistéte, kde jsou diferencovatelné funkce

_ v (D" v ¥
fm—;nﬂ,gm—;ﬁ+ﬂ
Reseni. (a) Ozna¢me
_ (=D _ I
fn(x) - n+x ) gi’l(x) - n2+x2'

Necht N = {—n; n € N}. Ukazeme, ze
o0
F1@) =Y fix)
n=1

na kazdé mnoziné tvaru [—¢,¢] \ N. Necht tedy ¢ > 0 je libovolné. Zvolime ng € N
splnujici ng > g. Pak pro x € [-q,q] an > ng plati
1 1
< .
(n+x)> 7 (n—q)?

Tedy mame

> l _ . (_1)n n?
2 fn(X)_n;l:o no (n+x)?

n=ng
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pri¢emz Y ;2 (—;)” =, (n:ic)2 < (nff])z a pro kazdé x € [—q.q] je posloupnost

2\ *® Loy
{ M } monoténni. (Vskutku,
n+x)?J =y o

n? - (n+1)?
(n+x)2 " (n+1+x)2

pravé tehdy, kdyz

1
> 14—
n+x n

1+

To vsak nastava pravé tehdy, kdyz x < 0. Tedy dana posloupnost je nerostouct,
pokud x € [—¢,0], a neklesajici, pokud x € [0,4].) Rada Zf;o:no [, tak konverguje

stejnomérné na [—¢, g]. Protoze ptvodni fada konverguje v bodé x = 0, mame

no—1 o]
(f(x) an(x)) 3 i), xe[-q.q]1\ N.

n=ngo

Z toho v$ak dostavame
f(x) = Z fax),  x €[=q,q]\ N.

Jelikoz ¢ bylo libovolné, je f diferencovatelnana R \ N.

(b) Z odhadu |gx(x)| < ;% platného pro x € [~g,¢] vidime, Ze fada definujici g
konverguje lokalné stejnomérné na R. Mame

n2 2 2 2

= 2 2
gn(x) = s1gnx Z)& x #0, \ W \ _ A SRV,
a tedy pro interval (0, ¢) plati (ntax? XZ o Q\ (LS 2
+ wn”+q°) ) z
X 2
g2 ()| < = ) ;,ov
Jelikoz je fada Y ;2 , % konveregentni, Zzozl g, = na(0,q). Tedy o) o

o0
g=Y g
n=1 -
na (0, o0). Obdobné odvodime, ze g’ = Y 7 | g}, na (—o0,0). ‘ T
Ukézeme nyni, Ze g’(0) neexistuje. Diky Vét& 12.1 &nc/ Lo &

HOR{ONIS SR B ol Meoe

/ 0) = 1 _ _— = [—
&0 h_l’o h 0y e Ll o - OQ%/O@O(
2

a obdobné¢ g’ (0) = —>"72, niz Tedy g'(0) neexistuje.
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