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Teorie

Definice 1. Necht’ M ⊂ R je interval a fn : M → R, n ∈ N, jsou funkce. Řekneme, že
řada funkćı

∑∞
n=1 fn je bodově konvergentńı naM , jestliže posloupnost funkćı {

∑m
k=1 fk}∞m=1

je bodově konvergentńı na M .
Pojmy stejnoměrné a lokálně stejnoměrné konvergence řady

∑∞
n=1 fn se definuj́ı

analogicky.

Věta 2 (Weierstrassovo kritérium). Necht’
∑∞

n=1 fn je řada reálných funkćı defino-
vaných na neprázdné množině M . Označme

σn := sup
x∈M
|fn(x)|.

Jestliže
∑∞

n=1 σn <∞, pak
∑∞

n=1 fn ⇒ na M .

Poznámka 3 (Nutná podmı́nka konvergence). Pokud
∑∞

n=1 fn ⇒ na M , potom fn ⇒ 0
na M .

Věta 4 (Bolzano-Cauchyova podmı́nka). Řada
∑∞

n=1 fn konverguje stejnoměrně na M
právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃n0 ∀m,n, m ≥ n ≥ n0 ∀x ∈M :

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=n

fj(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Poznámka 5 (Negace B-C podmı́nky).

∃ε > 0 ∀n0 ∃m,n, m ≥ n ≥ n0 ∃x ∈M :

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=n

fj(x)

∣∣∣∣∣∣ ≥ ε.
Poznámka 6 (Řada a spojitost). Necht’ fn jsou spojité funkce naM . Pokud

∑∞
n=1 fn ⇒

na M , potom jej́ı součet je spojitá funkce.

Algoritmus

1. Urč́ıme bodovou konvergenci: zafixujeme x a vyšetř́ıme
∑∞

n=1 fn(x). (Dáváme
pozor na parametr.)

2. Zkuśıme Weierstrassovu větu:
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(a) Zafixujeme n a hledáme σn := sup |fn(x)|.
Je to stejné jako u posloupnost́ı: Lze použ́ıt nějaké odhady nebo vyšetřit
extrémy dané funkce (třeba pomoćı prvńı derivace). Supremum se pak může
realizovat v bodech maxima i minima fn − f nebo v krajńıch bodech vč.
±∞.

(b) Pak vyšetř́ıme
∑∞

n=1 σn. Jestliže konverguje, máme stejnoměrnou konver-
genci. Jestliže nekonverguje, nev́ıme nic.

(c) Můžeme zkusit i nějaký menš́ı interval, jestli nemáme stejnoměrnou konver-
genci alespoň na něm.

3. Stejnoměrnou konvergenci lze vyvrátit:

(a) Nutnou podmı́nkou.

(b) B-C podmı́nkou.

(c) Známe-li součet, můžeme použ́ıt fakt, že součet spojitých při stejnoměrné
konvergenci muśı být také spojitá.

Př́ıklady

1. Vyšetřete konvergenci řad - zjistěte, na jakém intervalu konverguj́ı (jako řady
č́ısel), vyšetřete stejnoměrnou konvergenci a lok. stejnom. konvergenci. Neńı-li
řečeno jinak, vyšetřujte na R.

(a)
∞∑
n=1

xn

(b)
∞∑
n=1

xn−7

(c)

∞∑
n=1

x2e−nx

(d)
∞∑
n=1

xne−nx

(e)
∞∑
n=1

n
√
x

n4 + x2

(f)
∞∑
n=1

nx

1 + n5x2

(g)

∞∑
n=1

x2

1 + n2x2

(h)
∞∑
n=1

1

1 + n2x2

(i)
∞∑
n=1

arctan

(
2x

x2 + n3

)

(j)
∞∑
n=1

sin(n2x)

n2

(k)

∞∑
n=1

cos(nx)

nα
, α > 1

(l)*
∞∑
n=2

ln

(
1 +

x2

n ln2 n

)

2. Vyšetřete konvergenci řad (může doj́ıt na BC podmı́nku).

(a)
∞∑
n=1

x

1 + n2x2

(b)

∞∑
n=1

nx

n4 + x2

(c)
∞∑
n=1

ln

(
1 +

2x

x2 + n2

)
, x ∈ [0,∞)

(1l)ln(1+t)≤t,t∈(−1,∞)
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