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Teorie

Definice 1. Nech! M C R je interval a f, f, : M — R, n € N, jsou funkce. Rekneme,
ze posloupnost { f, }n = 1°° konverguje bodové k funkci f na M, jestlize
Jim fo(z) = f(2)
pro kazdé x € M, neboli
Ve € MVe >03ng € NVn > ng : |fo(z) — f(z)] <e.

Zmagime f, — f.
Rekneme, ze posloupnost {fu}n = 1°° konverguje stejnomérné k funkci f na M,
jestlize
Ve > 03ng € NVo € MVn > ng: |fo(z) — f(z)] <e.
Zmagime f, = f.
Rekneme, 7e posloupnost {fn}n = 1% konverguje lokdlné stejnomérné k funkci f na
M, jestlize pro kazdé z € M existuje r > 0 takové, ze {f,} konverguje stejnomérné k f

loc
na (r —r,x +r). Znacime f, = f.
Poznamka 2. Jestlize f,, = f, pak f, — f na M.

Véta 3 (Charakterizace stejnomérné konvergence). Necht M C R je interval a f, f,, :
M — R, n € N, jsou funkce. Pak
o= f
pravé tehdy, kdyz
lim sup{|fu(z) — f(2)| 2 € M} =0.
Véta 4 (Stejnomérnd konvergence a spojitost.). Necht M C R je interval a f, f, : M —

loc
R, n € N, kde f,, jsou spojité funkce. Necht navic f,, = f na M. Pak f je také spojita
na M.

Véta 5 (Charakterizace lokalné stejnomérné konvergence na intervalu.). Necht (a,b) C
R je interval (i neomezeny) a f, : (a,b) — R, n € N, jsou funkce. Pak {f,} konverguje
lok4lné stejnomérné na (a, b) pravé tehdy, kdyz { f, } konverguje stejnomérné na kazdém
intervalu [¢,d] C (a,b).
Véta 6. Necht (a,b) C R je interval a f, f, : (a,b) = R, n € N, jsou funkce. Necht
navic

1. 3r > 0: f, = f na B(zo,7) \ {z0},

2. ¥n € N3ay,: limg_y, fr(z) = ap.

Pak existuji vlastni limity lim, o0 apn & lim,_,, f(x) a jsou si rovny.
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Algoritmus

1. Uréime bodovou limitu: zafixujeme x a spoc¢teme f(x) = lim, o0 frn(z). (Ddvame
pozor na parametr.) Funkei f(x) pouzijeme v dalsim postupu.

2. Zkusime test na stejnomérnou konvergenci.

(a) Zafixujeme n a hleddme oy, :=sup | f,(z) — f(z)|. Lze pouzit néjaké odhady
nebo vysettit extrémy dané funkce (tfeba pomoci prvni derivace). Supremum
se pak muze realizovat v bodech maxima i minima f,, — f nebo v krajnich
bodech v¢. t+oo.

(b) Pak spocteme lim,_ o 0. Stejnomérnou konvergenci mame pravé tehdy,

kdyz limita vyjde 0.

3. Stejnomérnou konvergenci lze vyvratit, paklize f,, jsou spojité, ale f neni. (Body
nespojitosti ndm davaji tip, kde by mohla zhavarovat stejnomérnd konvergence.)

4. Pokud stejnomérna konvergence na celém M neprosla, muzeme zkusit jesté lokdlné
stejnomérnou konvergenci. Najdeme problematické body - kde jsou nespojitosti
f, kde byly extrémy...Pro ostatni z pak najdeme okoli, které se témto bodim
vyhne a znovu aplikujeme test se supremem.

5. Doladime problematické body a napiSeme zavér.

Piiklady

Zdroj vétsiny pirikladi: Petr Holicky, Ondiej F.K. Kalenda: Metody feseni vybranych
dloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr

1. Vysetiete konvergenci funkei (najdéte bodovou limitu, vySetfete stejnomérnou
konvergenci a lok. stejnom. konvergenci). Neni-li fe¢eno jinak, vySetiujte na R.

n2z3 o0
(a) folz) = m f (0, )_ o
(b)  fu(z) =nz(l —x)" na [0,1] (f) fal(z) =€ )
() falz) =a" =2 (&) falz)=e "
(d)  fulz) = e“l‘—%‘rﬂ M) fulz) = arctan (nz)
(e)* fn(z) = In(z)sin <n(1 " $2)> A G f () = a2 g
Zkouskové priklady
2. (a) fa(z) =narctan % (€) fulz) = \/%
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