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Teorie

Definice 1. Necht g : (a,b) = R, h: (¢,d) — R jsou funkce. Rovnici tvaru

y = g(x)h(y)
nazveme ODR se separovanygmi proménnymi. Pocédteénimi podminkami rozumime rovnici
y(zo0) = Yo-

Lemma 2. Necht y;(z) = (a,z0) = R, y2(x) = (x9,b) — R jsou fesen{ rovnice

y = F(z,y). (1)

Necht limy .- y1(x) = yo = limg—szo+ y2(z). Necht F(z,y) je spojitd v bodé (zo, yo) €
R2. Pak funkce

yl(x)7 LS (a’7 :Eo),

y(x) = Yo, T = Zo,

ya(z), x € (x0,b)
je feSenim rovnice v celém (a,b).
Veéta 3. Necht a,b,c,d € R*, a < b, ¢ < d. Necht h : (a,b) — R je spojita a
g: (c,d) = R je spojitd a nenulova. Necht [xg,yo] € (a,b) x (¢, d).

Ozna¢me

H(m):/xh(t)dt, z € (ah),
1

G(y) = /yj @dt, y € (¢, d).

Potom existuje pravé jedno maximalni feSeni y rovnice y' = g(y)h(x) spliujici podminku
y(zo) = yo. Definiénim intervalem I tohoto feSeni je maximalni interval ze vSech inter-
valu tvaru (zg — d, 29 + 1), které splauji (xo — d§, 20 + 1) U (a,b) a

H(z) € G((c,d)), xel.

Priklad
y =y
1. Pracujeme s funkcemi g(y) = +/y?, h(x) = 1.
Resen{ hleddme na intervalech € I = (—o0, 00).
Stacionarni feseni je y = 0.

Intervaly, kde je g nenulové (ale definované), jsou J; = (—00,0) a Jo = (0, 00).
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2. Po zintegrovani obou stran rovnice, dostavame
3Vy=a+C.
Oznacme G(y) = 3¢y, H(z) = x.

3. (a) Zafixujeme intervaly J; = (—00,0), I = R a konstantu C' € R.
Hleddame takové = € I, aby

H(z)+C € G(Jy).

V tomto piipadé je

G(J1) = (=00, 0).
Potitebujeme tedy, aby
x+ C <0,
tedy
< —C.

Pro takova x vyjadiime y:

_(x+C 3
v=\—35")
(b) Opét zafixujeme intervaly, tentokrat Jo = (0,00), I = R a konstantu C' € R

(muze to byt jind konstanta nez v predeslém piipadé).
Opét hleddame takové x € I, aby

H(z)+C € G(J).

V tomto piipadé je

G(J1) = (0,00).
Potitebujeme tedy, aby
x+C >0,
tedy
x> —C.

Pro takova x vyjadiime y:

4. Mame tedy ruzna feSent:

(a) y =0 pro x € R (staciondrn{ feseni);
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(b) y= (%)3 pro z € (—C, ), kde C € R;

() ¥ = (=€)’ pro x € (00, —D), kde D € R.

5. Prichézi ¢as lepeni. Kdyz se podivame na puvodni diferencialni rovnici, tak je
vidét, ze bychom radi nasli feSeni (pokud mozno) na celém R. Stacionarni feSeni
toto spliiuje, dalsi feSeni ovSem nikoli.

(a) Méjme tedy y = (%)3 pro x € (—C,00), kde C € R.
Potiebujeme najit feseni, které bude definované na (—oo, —C'), v bodé = =
—C bude mit stejnou hodnotu, a navic se tato dvé feseni napoji hladce (bude
tam existovat derivace - nebude tam zub).

3
lim <x+C> —0.

Limita funkce

z——C+ 3
Zkusme to nalepit se stacionarnim feSenim, tedy s funkci y = 0 pro x €
(—o0,—=C).
Mame
lim 0=0,
z——C—

hodnoty se tedy shoduji.
Lemma (na zacdtku textu) pak zajisti, ze toto napojeni je hladké.
Muzeme tedy definovat nové reSeni

0 x € (—o0,—C),
y1(z) =40 r=-C,

O3
(+TC) , x € (—C,00).
(b) Stejnym zpusobem se dd nakombinovat funkce
24O\ 3
(JrTC) ’ S (_007 _C)v

yg(x) = 0 T = _C7
0 z € (—C,00).

(¢) Tim jsme poiad nepostihli vSechny kombinace, jesté je tu funkce

. 3
(%52)", @€ (-00,-D),
0 x=-D,
y3(z) =40 z € (—-D,-C).
0 x=-—C,
O3
( +3C) ’ x € (_07 OO)?

kde D > C.

6. Resenim jsou pak funkce y1, y2, y3 a stacionarni feSeni y = 0, vSechny definované
na R.
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