25. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/

Teorie

Definice 1. Linedrni diferencidlni rovnici n-tého 7ddu s konstantnimi koeficenty rozumime
rovnici

Yy (@) + an1y™ (@) + - + a1y (2) + agy(x) = f(2), (1)

kde ag,...,an—1 € R a f je funkce spojitd na daném intervalu (a, b).
Homogenni rovnici prislusnou k rovnici rozumime rovnici

Y™ () + a1y + -+ a1y (z) + agy(z) = 0. (2)
Poznamka 2. Maximalni feSen{ rovnice jsou definovéna na celém R.
Definice 3. Charakteristickym polynomem rovnice rozumime polynom
X(A) = A"+ ap A" 4 ad + ao.

Véta 4 (tvar fundamentdlniho systému). Necht x je charakteristicky polynom rovnice .

Necht Ai,...,\s jsou vSechny navzdjem ruzné reilné kofeny polynomu y s ndsobnostmi
r1,...,7s. Necht a1 + B1i, ..., a; + ;i jsou viechny navzdjem ruzné kofeny polynomu y
s kladnou imagindrni ¢asti a ndsobnostmi gq1,...,q, kde a1,...,qq, B1,...,0 € R. Pak
nasledujici funkce tvoii fundamentalni systém feseni rovnice ([2)):
e/\lx, $6)\1512’ o xrl—le)\lx,
6)\31’ xe)\5$7 ‘rTs*le)\SJU,
e cos frz, wecosPix, ... B leMTcosfix,
eM%sin Bz, re®TsinpBix, ... xi e Tgin Bz,
e cos Bz,  xe™Tcos fix, ... xU e cos Bz,
e sin B, weMTsin B, ... xU e gsin B

Véta 5 (specidlni prava strana). Necht
flx)=e!* - (P(z)cosve + Q(x)sinvz), z€R,
kde pu,v € R a P, (@ jsou polynomy. Pak existuje feSeni rovnice ve tvaru
yp(x) = 2™l - (R(x) cosve + S(x)sinve), xR,
kde R, S jsou polynomy stupné ne vétsiho nez max{st P,st Q} a m € NU {0} udava, jakou

nasobnost mé ¢islo p + iv jakozto kofen charakteristického polynomu piislusné homogenni
rovnice.
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Algoritmus
1. Vyftesime homogenni rovnici:

(a) NapiSeme charakteristicky polynom a najdeme kofeny.

(b) Sestavime feSeni.

2. Zkontrolujeme, ze prava strana je ve vhodném tvaru, pfipadné jestli neni tfeba sou¢tem
vhodnych tvaru.

3. Pouzijeme Vétu o Specidlni pravé strané a odhadneme tvar feseni (s nékolika neznamymi
koeficienty).

4. Dosadime do nehomogenni rovnice a dopoc¢teme koeficienty.

5. ReSenim je homogenni + dopoctené feseni.

Priklady
1. Prifad'te funkce ke tvaru e®(P(x) cos(bx) + Q(x) sin(bx)):

(1) 1222 4+ 22 + 1 (A) €% ((3x — 1) cos Ox + 0sin Ox)

(2) 3z -1 (B) €%((1222% + 2z + 1) cos 0z + 0sin 0x)
(3) 8ze® (C) e?*((—2)cos 1z + Osin 1)

(4) —2e** cosx (D) e'*((8z) cos 0z + 0sin 0z)

2. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty a specidlni pravou stra-
nou

(a) y "4y —6y=122% + 22 + 1

(b) " =3y =3z —1

(¢) y" + 2y + by = 8ze”

(d) y "+y=x+sinx

(e) v

3. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic

— 4y 4 5y = —2e** cosz, y(0) =0, 3/ (0) =0

(8) ¥ +y"+y'+y = 8ue”, y(0) = ¢/(0) = (d) ¢ —4y" + 4y =20 + €% —cos 2z

R (e) ¥y + =4cosz
(b) ™ + 8y + 16y = 64z sin 2x y" +y” —y=
(¢) y" =2y +4y = ze (f) v +4y" — Ty — 10y = 10022 — 64¢37
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4. 'V jakém tvaru budete hledat feSeni?

1
2

(1) ¥ +y" +y=e" (A
(2) v"+y" —2y=(z+1)e” (
3) ¥ +3y"+3y +y=e" (C
(4) y" +y" = 2° + 22 (
(5)

(6) v

(7) vy

Yy’ +y +y=¢€"cosz (
(F) Ae™®

)
)
)
)
)
)
) Axde™®
) (Az3 + B2? + Cz + D)e™@
) Ax3 4 Ba?
(J) Az3 +B2?+Cx+ D
)
)
)
)
)
)
)
)

—y +y=cosx —sinx

—2y" + 5y’ = 2e” sin 2z

2?(Ax3 + Bz? + Cx + D)
(22 4+ x)(Az3 + Ba® + Cz + D)
e*(Acosx)
e*(Acosx + Bsinx)
x(Acosz + Bsinx)
Acosz + Bsinx
e®(Acos 2z + Bsin2z)
e®(Acos 2z + Bsin2z)

Zkouskové priklady

5. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic

(a) yW —y = 22 (d) v +4y" +y' — 6y = 10xsinz

(b) y® —10y" 4+ 25y = 1 +sinx

(c) ¥ +2y" +y +2y = xe® (e) y® —2y" + 4" =sinx + xcosx
Bonus

6. Najdéte feseni ODR

(a) " = -y, y(0) =0,4(0) =1 (c) y
(b) y" = —y, y(0) =2,4(0) = -3 (d) ¥ ==y, y(0) = 0,9/

7. V zavislosti na parametru r € R najdéte FSR diferencilni rovnice

y" +ry=0.
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8. V zévislosti na konstantach p, ¢ > 0 najdéte FSR diferencidln{ rovnice
Yy +2py + ¢’y = 0.
9. Pro¢ se malé dité na pruzinové houpacce (zvirdtko na pruziné) houpe rychleji nez

dospély? Pohyb je popsan rovnici my” + ky = 0, kde m je hmotnost houpajiciho
se Clovéka a k charakterizuje pruzinu.

-y

b

Figure 1: https://www.ihriska-piccolino.sk/pruzinova-hojdacka-zirafa-15106
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