
25. cvičeńı
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/

Teorie

Definice 1. Lineárńı diferenciálńı rovnićı n-tého řádu s konstantńımi koeficenty rozumı́me
rovnici

y(n)(x) + an−1y
(n−1)(x) + · · ·+ a1y

′(x) + a0y(x) = f(x), (1)

kde a0, . . . , an−1 ∈ R a f je funkce spojitá na daném intervalu (a, b).
Homogenńı rovnićı př́ıslušnou k rovnici (1) rozumı́me rovnici

y(n)(x) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′(x) + a0y(x) = 0. (2)

Poznámka 2. Maximálńı řešeńı rovnice (2) jsou definována na celém R.

Definice 3. Charakteristickým polynomem rovnice (2) rozumı́me polynom

χ(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0.

Věta 4 (tvar fundamentálńıho systému). Necht’ χ je charakteristický polynom rovnice (2).
Necht’ λ1, . . . , λs jsou všechny navzájem r̊uzné reálné kořeny polynomu χ s násobnostmi
r1, . . . , rs. Necht’ α1 + β1i, . . . , αl + βli jsou všechny navzájem r̊uzné kořeny polynomu χ
s kladnou imaginárńı část́ı a násobnostmi q1, . . . , ql, kde α1, . . . , αl, β1, . . . , βl ∈ R. Pak
následuj́ıćı funkce tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı rovnice (2):

eλ1x, xeλ1x, . . . xr1−1eλ1x,
...

eλsx, xeλsx, . . . xrs−1eλsx,
eα1x cosβ1x, xeα1x cosβ1x, . . . xq1−1eα1x cosβ1x,
eα1x sinβ1x, xeα1x sinβ1x, . . . xq1−1eα1x sinβ1x,

...
eαlx cosβlx, xeαlx cosβlx, . . . xql−1eαlx cosβlx,
eαlx sinβlx, xeαlx sinβlx, . . . xql−1eαlx sinβlx

Věta 5 (speciálńı pravá strana). Necht’

f(x) = eµx · (P (x) cos νx+Q(x) sin νx) , x ∈ R,

kde µ, ν ∈ R a P,Q jsou polynomy. Pak existuje řešeńı rovnice (1) ve tvaru

yp(x) = xmeµx · (R(x) cos νx+ S(x) sin νx) , x ∈ R,

kde R,S jsou polynomy stupně ne větš́ıho než max{st P, st Q} a m ∈ N ∪ {0} udává, jakou
násobnost má č́ıslo µ + iν jakožto kořen charakteristického polynomu př́ıslušné homogenńı
rovnice.
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Algoritmus

1. Vyřeš́ıme homogenńı rovnici:

(a) Naṕı̌seme charakteristický polynom a najdeme kořeny.

(b) Sestav́ıme řešeńı.

2. Zkontrolujeme, že pravá strana je ve vhodném tvaru, př́ıpadně jestli neńı třeba součtem
vhodných tvar̊u.

3. Použijeme Větu o Speciálńı pravé straně a odhadneme tvar řešeńı (s několika neznámými
koeficienty).

4. Dosad́ıme do nehomogenńı rovnice a dopočteme koeficienty.

5. Řešeńım je homogenńı + dopočtené řešeńı.

Př́ıklady

1. Přǐrad’te funkce ke tvaru eax(P (x) cos(bx) +Q(x) sin(bx)):

(1) 12x2 + 2x+ 1

(2) 3x− 1

(3) 8xex

(4) −2e2x cosx

(A) e0x((3x− 1) cos 0x+ 0 sin 0x)

(B) e0x((12x2 + 2x+ 1) cos 0x+ 0 sin 0x)

(C) e2x((−2) cos 1x+ 0 sin 1x)

(D) e1x((8x) cos 0x+ 0 sin 0x)

2. Najděte řešeńı diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty a speciálńı pravou stra-
nou

(a) y′′ + y′ − 6y = 12x2 + 2x+ 1

(b) y′′ − 3y′ = 3x− 1

(c) y′′ + 2y′ + 5y = 8xex

(d) y′′ + y = x+ sinx

(e) y′′ − 4y′ + 5y = −2e2x cosx, y(0) = 0, y′(0) = 0

3. Najděte řešeńı diferenciálńıch rovnic

(a) y′′′+y′′+y′+y = 8xex, y(0) = y′(0) =
y′′(0) = 1

(b) yiv + 8y′′ + 16y = 64x sin 2x

(c) y′′′ − 2y′ + 4y = xe−2x

(d) y′′′ − 4y′′ + 4y′ = 2x+ e2x − cos 2x

(e) y′′′ + y′′ − y′ − y = 4 cosx

(f) y′′′ + 4y′′ − 7y′ − 10y = 100x2 − 64e3x
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4. V jakém tvaru budete hledat řešeńı?

(1) y′′′ + y′′ + y = ex

(2) y′′′ + y′′ − 2y = (x+ 1)ex

(3) y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = e−x

(4) y′′′ + y′′ = x3 + x2

(5) y′′ + y′ + y = ex cosx

(6) y′′ − y′ + y = cosx− sinx

(7) y′′′ − 2y′′ + 5y′ = 2ex sin 2x

(A) ex

(B) Aex

(C) (Ax+B)ex

(D) x(Ax+B)ex

(E) x2(Ax+B)ex

(F) Ae−x

(G) Ax3e−x

(H) (Ax3 +Bx2 + Cx+D)e−x

(I) Ax3 +Bx2

(J) Ax3 +Bx2 + Cx+D

(K) x2(Ax3 +Bx2 + Cx+D)

(L) (x2 + x)(Ax3 +Bx2 + Cx+D)

(M) ex(A cosx)

(N) ex(A cosx+B sinx)

(O) x(A cosx+B sinx)

(P) A cosx+B sinx

(Q) xex(A cos 2x+B sin 2x)

(R) ex(A cos 2x+B sin 2x)

Zkouškové př́ıklady

5. Najděte řešeńı diferenciálńıch rovnic

(a) y(4) − y = x2

(b) y(4) − 10y′′ + 25y = 1 + sinx

(c) y′′′ + 2y′′ + y′ + 2y = xex

(d) y′′′ + 4y′′ + y′ − 6y = 10x sinx

(e) y(4) − 2y′′′ + y′′ = sinx+ x cosx

Bonus

6. Najděte řešeńı ODR

(a) y′′ = −y, y(0) = 0, y′(0) = 1

(b) y′′ = −y, y(0) = 2, y′(0) = −3

(c) y′′ = −y, y(0) = 0, y′(π) = 0

(d) y′′ = −y, y(0) = 0, y′(
π

2
) = 0

7. V závislosti na parametru r ∈ R najděte FSŘ diferenciálńı rovnice

y′′ + ry = 0.
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8. V závislosti na konstantách p, q > 0 najděte FSŘ diferenciálńı rovnice

y′′ + 2py′ + q2y = 0.

9. Proč se malé d́ıtě na pružinové houpačce (zv́ı̌rátko na pružině) houpe rychleji než
dospělý? Pohyb je popsán rovnićı my′′ + ky = 0, kde m je hmotnost houpaj́ıćıho
se člověka a k charakterizuje pružinu.

Figure 1: https://www.ihriska-piccolino.sk/pruzinova-hojdacka-zirafa-15106
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