


























































Celkem tedy dostávám y1,2(x) = ±√2 log(d(1 + ex)), a to na intervale R pro d ≥ 1 a
na (log ( 1

d − 1) , ∞) pro d ∈ (0, 1).
4. krok
Lepit opět není co a kde.

7. xy ′ = xe yx + y. Opět vidíme, že x =/ 0, a tedy tím můžeme podělit. Dostaneme
homogenní rovnici

y ′ = e yx + y
x .

Opět provedeme substituci z(x) = y(x)
x , již máme spočteno, že pak y ′(x) = z(x) +

xz′(x). Dohromady
z + xz′ = ez + z,

tedy
z′ = 1

x ez.
Opět separované proměnné, opět Poznámka 3.
1. krok
Funkce 1

x je definována na intervalech I1 = (−∞, 0) a I2 = (0, ∞).
2. krok
Funkce ez je vždy nenulová a definovaná, tedy J = R.
3. krok
Výpočet pro x ∈ I2, tj. x > 0:

z′(x)e−z(x) = 1
x .

Tedy
−e−z(x) = log x + c = log(dx)

pro c ∈ R neboli pro d > 0.
4. krok
Abych mohl použít logaritmus a zbavit se exponenciály, potřebuju aby − log(dx) > 0.
Tedy dx ∈ (0, 1). Tedy je třeba, aby x ∈ (0, 1

d ). Pak
z = − log(− log(dx)) d > 0.

3. krok
Výpočet pro x ∈ I1, tj. x < 0:

z′(x)e−z(x) = 1
x .

Tedy
−e−z = log(−x) + c = log(−dx)

pro c ∈ R neboli pro d > 0.
4. krok
Abych mohl použít logaritmus a zbavit se exponenciály, tak potřebuju aby platilo
− log(−dx) > 0. Tedy −dx ∈ (0, 1). Tedy je třeba, aby x ∈ (− 1

d , 0). Pak
z = − log(− log(−dx)), d > 0.
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5. krok
Lepit opět nikde nelze.

Nakonec to ještě shrneme, a vrátíme se k y. Dohromady to mohu napsat jako
y(x) = xz(x) = −x log(− log(dx)), d =/ 0

na intervalech ( 1
d , 0) a (0, 1

d ).

Poznamenejme ještě, že se to dá zapsat také pomocí konstanty c, tedy
y(x) = −x log(− log(|x|) − c), c ∈ R

na intervalech (−e−c, 0) a (0, e−c).
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3. y ′ = 3√y. Opět viz Poznámku 3, g(y) = 3√y a h(x) = 1.
1. krok
Zřejmě I = R.
2. krok
g je definována všude (tj. na R), nulová je pouze v 0 (tedy máme řešení y ≡ 0) a
tedy máme intervaly J1 = (−∞, 0) a J2 = (0, ∞).
3. krok
Integrujme: y ′(x)

3√y(x) = 1,
tedy 3

2y(x) 23 = x + c.
4. krok
Vidíme, že bez ohledu na znaménko y musí být x + c > 0, tedy x ∈ (−c, ∞). Je-li
y < 0 (tj. uvažujeme J1), pak y = − (2

3 (x + c)) 32 . Jeli y > 0, pak y = (2
3 (x + c)) 32 .

5. krok
Vidíme, že v obou případech je limx→(−c)+ ± (2

3 (x + c)) 32 = 0, tedy zde můžeme přilepit
nulové řešení. Celkem dostaneme řešení

y1,2(x) =
{0, x ≤ c

± (2
3 (x + c)) 32 , x > c. .

A nesmíme zapomenout, že navíc ještě máme singulární řešení y3(x) = 0.
4. xy ′−y

(
1 + log y

x
)

= 0. Vidíme, že pro x = 0 to nedává smysl, a tedy ani žádné řešení
nemůže nulou procházet. Tedy zadanou rovnici můžeme podělit x. Dostaneme

y ′ = y
x

(
1 + log y

x
)

. (3)

Jedná se tedy o homogenní rovnici, a tedy použijeme substituci z(x) = y(x)
x . Pak

y(x) = xz(x), a tedy y ′(x) = z(x) + xz′(x). Dosadíme do (3):
z + xz′ = z(1 + log z)

Tedy po úpravě (již víme, že x můžeme podělit):
z′ = 1

x z log z
To už je rovnice se separovanými proměnnými, a tedy můžeme postupovat podle
Poznámky 3.
1. krok
Vidíme, že pro x = 0 to není definované, a tedy máme dva intervaly I1 = (−∞, 0) a
I2 = (0, ∞).
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2. krok
Nulový bod funkce z log z je 1. Tedy máme singulární řešení a dva intervaly J1 =
(0, 1) a J2 = (1, ∞). (Pro z ≤ 0 není z log z definováno.)
3. krok
Integrujeme pro x < 0. z′(x)

z(x) log z(x) = 1
x ,

tedy pomocí substituce ž = z(x)
∫ 1

ž log ž dž
⏐⏐⏐⏐ž=z(x)

= log x + c.

Dále můžeme provést substituci ž̌ = log(ž), tedy ž̌ = log(z(x)). Pak
∫ 1

ž̌ dž̌
⏐⏐⏐⏐ž̌=log ž, ž=z(x)

= log x + c.

Tedy dohromady
log(| log(z(x))|) = log x + c.

Zbavíme se 1. logaritmu (zatím může být x a c ∈ R libovolné):
| log(z)| = ec−log x = ecx.

4. krok
Pro z ∈ J1, tj. 0 < z < 1 máme log z < 0, a tedy

z = e−ecx.
Pro z ∈ J2, tj. 1 < z máme log z > 0, a tedy

z = eecx.
Tedy pro d = ec, dostaneme najednou řešení

z(x) = edx, d ∈ R.
(Interval J1 vyhodí výsledek pro d < 0, interval J2 vyhodí výsledek pro d > 0 a
případ d = 0 odpovídá singulárnímu řešení.
Pro interval I1 = (−∞, 0) bychom obdobným postupem dostali stejné řešení. Lepit
zde nemusíme, neboť edx se pro d =/ 0 a x =/ 0 se singulárním řešením nikde
nepotká.

Nakonec se ještě nesmíme zapomenout vrátit k y. Víme, že y(x) = xz(x), tedy
y(x) = xedx, d ∈ R.
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log.k jxj/ > log 4, neboli x 2 . 4
k

; 1/. Pro tato x pak platí

.y � 2/2

y � 3
D kx;

což vede na rovnici

y2 C y.�4 � kx/ C .4 C 3kx/ D 0:

Ta má řešení

y1;2 D 1

2

�
4 C kx ˙

p
.4 C kx/2 � 4.4 C 3kx/

�
D 2 C kx

2
˙ 1

2

p
kx.kx � 4/:

Jelikož platí kx
2

> 2 a y.x/ 2 .3; 4/, zajímá nás řešení

y.x/ D 2 C kx

2
� 1

2

p
kx.kx � 4/:

Požadavek y.1/ D 7
2

implikuje k D 9
2
, což dává řešení

y.x/ D 2 C 9

4
x � 1

2

r
9

2
x.

9

2
x � 4/; x 2 .

8

9
; 1/:

(6) Zkoumejme chování řešení pro x ! 8
9 C. Pak y.x/ ! 4, avšak v bodě

Œ 8
9
; 4� není rovnice splněna, neboť se levá strana rovnice

8

9
� 0 � y0.

8

9
/

nemůže rovnat pravé straně, totiž 2.
|

13.7.3. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y0 D y

x
� 3

r
y

x
C 1:

Řešení. Uvažujme substituci y D ´x. Pak y0 D ´0xC´, a tedy zadaná rovnice přejde
na tvar

´0x C ´ D ´ D 3
p

´ C 1;

tj.

´0 D � 3
p

´ C 1

x
:

Dostáváme tak rovnici se separovanými proměnnými.
(1) Zjevně x 2 .�1; 0/ a x 2 .0; 1/.
(2) Stacionární řešení je ´ D �1 na .�1; 0/ a .0; 1/.
(3) Intervaly pro ´ jsou tvaru .�1; �1/ a .�1; 1/.
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(4) Jelikož Z
1

x
dx D log jxj

a Z
� 1

3
p

´ C 1
d´ D �3

2
.´ C 1/

2
3 ;

existuje k > 0 takové, že platí

�3

2
.

3
p

´ C 1/2 D log.k jxj/:

(5) Na intervalu J1 D .�1; �1/ platí, že ho funkce � 3
2
. 3
p

´ C 1/2 zobrazuje
na .�1; 0/. Tedy log.k jxj/ < 0, což znamená x 2 .0; 1

k
/ nebo x 2 .� 1

k
; 0/.

Máme tak řešení

´.x/ D �1 �
 

2

r
�2

3
log.k jxj/

!3

; x 2 .0;
1

k
/; x 2 .� 1

k
; 0/:

Pro interval ..�1; 1/ platí, že ho funkce � 3
2
. 3
p

´ C 1/2 též zobrazuje
na .�1; 0/. Jako výše tak dostáváme řešení

´.x/ D �1 C
 

2

r
�2

3
log.k jxj/

!3

; x 2 .0;
1

k
/; x 2 .� 1

k
; 0/:

(6) Eventuální lepení nelze provést v 0, neboť zde rovnice nemá smysl. V
bodech ˙ 1

k
však ´.x/ konverguje k �1, a tedy lze lepit na stacionární

řešení. Dostáváme tak maximální řešení

´.x/ D

�
�1 ˙

�
2

q
� 2

3
log.k jxj/

�3

; x 2 .0; 1
k

/;

�1; x 2 Œ 1
k

; 1/;

respektive

´.x/ D

�
�1 ˙

�
2

q
� 2

3
log.k jxj/

�3

; x 2 .� 1
k

; 0/;

�1; x 2 .�1; � 1
k

�:

Přechodem k původní rovnici tak máme řešení

y.x/ D

�
�x ˙ x

�
2

q
� 2

3
log.k jxj/

�3

; x 2 .0; 1
k

/;

�x; x 2 Œ 1
k

; 1/;

respektive

´.x/ D

�
�x ˙ x

�
2

q
� 2

3
log.k jxj/

�3

; x 2 .� 1
k

; 0/;

�x; x 2 .�1; � 1
k

�:
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(Konstanta k je kladná.) Navíc pak ještě máme řešení

y.x/ D �x; x 2 .�1; 0/; x 2 .0; 1/:

|

13.7.4. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y0 D 3.y2 C 1/

2x.x C 3/
:

Řešení. Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými, kde h.x/ D 3
x.xC3/

a g.y/ D
1
2
.y2 C 1/.

(1) Intervaly pro funkci h jsou .�1; �3/, .�3; 0/ a .0; 1/.
(2) Stacionární řešení žádná nejsou.
(3) Funkce g je nenulová na R, tj. J D R.
(4) Jelikož Z

2

1 C y2
dy D 2 arctg y

a Z
3

x.x C 3/
dx D

Z �
1

x
� 1

x C 3

�
dx D log

ˇ̌
ˇ̌ x

x C 3

ˇ̌
ˇ̌ ;

existuje c 2 R takové, že

2 arctg y D log
ˇ̌
ˇ̌ x

x C 3

ˇ̌
ˇ̌ C c:

Tedy

y.x/ D tg
�

1

2
log

ˇ̌
ˇ̌ x

x C 3

ˇ̌
ˇ̌ C c

2

�
(13.20)

na intervalech, které určíme v následujícím kroku.
(5) Nechť I D .0; 1/. Funkce 2 arctg y zobrazuje R na .��; �/ a

ˇ̌
x

xC3

ˇ̌ D x
xC3

na .0; 1/. Tedy řešíme nerovnici

log
x

x C 3
C c 2 .��; �/:

Nerovnost
x

x C 3
> e���c

není nikdy splněna, pokud c � �� , a pro c > �� vede na nerovnost

x >
3e���c

1 � e���c
:

Druhá nerovnost
x

x C 3
< e��c

je pro c � � splněna vždy, zatímco pro c > � implikuje nerovnost

x <
3e��c

1 � e���c
:
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Odtud dostáváme

X 2
 

0;
2e

C
2p
3

!
; respektive X 2

 
�2e

C
2p
3

; 0

!
:

Ze vztahu mezi Z a X máme

Z2 � Z C 1 � eC X�2 D 0;

neboli
Z D 1

2

�
1 ˙

p
4eC X�2 � 3

�
:

Dosazením do substituce dostáváme

Y.X/ D 1

2

�
X ˙ X

p
4eC X�2 � 3

�
D 1

2

�
X ˙

p
4eC � 3X2

�
:

Vidíme, že toto řešení lze dodefinovat v 0 a bude zde vyhovovat naší rovnici.
Dále pak máme

y.x/ D Y.x C A/ � B D 1

2

 
x C 1 ˙

r
4eC � 3.x C 1

3
/2

!

na intervalu  
�2e

C
2p
3

� 1

3
;

2e
C
2p
3

� 1

3

!
:

Tento interval je maximální, neboť v jeho krajních bodech platí y D 1
2
.x C 1/ a

pravá strana rovnice není definována.
Nyní si rozmyslíme, že jsme obdrželi všechna řešení. Uvažujme výraz

�
y0 � x0 C 1

2

�2

C 3

�
x0 C 1

3

�2

;

který je kladný všude mimo bod Œ� 1
3
; 1

3
�. Existuje tak C > 0, že

4eC D
�

y0 � x0 C 1

2

�2

C 3

�
x0 C 1

3

�2

:

Pokud y0 ¤ 1
2
.x0 C 1/, dostáváme z poslední rovnice řešení procházející bodem

Œx0; y0�. |

13.7.17. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y0 � xy D �y3e�x2

:

Řešení. Jedná se o Bernoulliovu rovnici , a tedy použijeme substituci ´ D 1
y2 . Pak

´ > 0 a platí
´0 D �2y�3y0:

Po vydělení dané rovnice y3 dostáváme

�1

2
´0 � x´ D y0y�3 � xy�2 D �e�x2

;
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|

tj. rovnici
´0 C x´ D 2e�x2

:

Metodfou integračního faktoru máme
�
ex2

´
�0

D 2;

neboli
´.x/ D e�x2

.2x C c/ :

Zajímají nás pouze kladná řešení ´, takže dostáváme řešení

y D ˙
�
e�x2

.2x C c/
�� 1

2

; x > �c

2
; c 2 R;

a stacionární řešení
y D 0:

Z tvaru řešení je patrné, že lepení nepřichází do úvahy.



Řešení:
1. y ′ = y

x +x. Nejprve si všimneme, že pro x = 0 to není definováno, a tedy nulou žádné
řešení procházet nemůže. Hledáme tedy řešení na intervalech (−∞, 0) a (0, ∞).
Postupujeme podle algoritmu z poznámky 3. Nejprve označme a(x) := 1

x a b(x) := x.
Následně najdeme (libovolnou) primitivní funkci k a, tedy A(x) = log |x|. (Vskutku
A′(x) = a(x).) Tedy můžeme dosadit do vzorečku pro řešení homogenní rovnice:

y0 = KeA(x) = Kelog |x| = K|x|
Následně hledáme jedno partikulární řešení, a postupujeme metodou variace kon-
stanty, tedy řešení hledáme ve tvaru yp = K(x)|x|. Buď toto zderivujeme (y ′p =
K′|x| + K sign x, neboť derivací absolutní hodnoty je mimo nulu signum) a dosa-
díme do rovnice, nebo prostě dosadíme do výsledku z algoritmu z Poznámky 3.
Tedy

K′(x) = e−A(x)b(x) = e− log |x|x = 1
|x|x = sign x.

Z čehož lze rovnou vidět řešení K(x) = |x|. Dohromady yp = K(x)|x| = |x|2 = x2.
A všechna řešení jsou tedy ve tvaru

y(x) = x2 + c|x|,
kde c ∈ R, a řešení máme na intervalech (−∞, 0), (0, ∞). Toto řešení si ještě můžeme
napsat ve tvaru

y(x) = x2 + c̃x,
kde se nám znaménko z absolutní hodnoty schovalo do konstanty, tedy c̃ = c sign x.
Tato konstanta na každém z intervalů v definičním oboru na x nezávisí.

2. xy2y ′ = x2 + y3. Na levé straně chceme samotné y ′, tedy předpokládejme že x =/ 0.
Pak navíc y =/ 0 (kdyby y = 0, pak by muselo platit že 0 = x2). Můžeme tedy podělit
výrazem xy2, dostaneme

y ′ = x
y2 + y

x . (3)
Toto není lineární rovnice 1. řádu, nicméně máme Poznámku 2. Vidíme, že α =
−2, a tedy pomůže substituce z = y1−α = y3. Nyní to buď zderivujeme rovnou
(z′ = 3y2y ′), nebo z toho nejprve vyjádříme y, tj. y = 3√z a následně zderivujeme:
y ′ = 1

3z− 23 z′. Následně dosadíme do rovnice (3), a po úpravě dostaneme
y ′ = 3z

x + 3x.
Následně již pokračujeme podle algoritmu z Poznámky 3. Označme a(x) := 3

x a
b(x) := 3x. Dále spočtěme primitivní funkci k a, což je A(x) = 3 log x = log(x3).
Řešení homogenní rovnice jsou tedy

z0 = Kelog(x3) = Kx3.
Dále pomocí variace konstanty hledáme partikulární řešení ve tvaru zp(x) = K(x)x3.
Zderivujeme a dosadíme, nebo rovnou píšeme

K′ = e−A(x)b(x) = 1
x3 3x = 3

x2 .
3



Tedy K(x) = − 3
x . Po dosazení dostaneme všechny řešení pro z ve tvaru

z(x) = −3x2 + Cx3,
kde C ∈ R je libovolná konstanta.
Zbývá vyjádřit y, a sice

y(x) = 3√−3x2 + Cx3. (4)
Zbývá si uvědomit, kde je toto řešením. Problémové jsou body, kde z(x) = 0 (protože
třetí odmocnina nemá v nule vlastní derivaci). Tedy problémové jsou body 0 a 3

C .
V těchto bodech nemá y z (4) vlastní derivaci.
Tedy řešením je (4) na intervalech

(−∞, 0),
(

0, 3
C

)
a

( 3
C , ∞

)

pro C > 0, (
−∞, 3

C
)

,
( 3

C , 0
)

a (0, ∞)
pro C < 0 a

(−∞, 0) a (0, ∞)
pro C = 0.

3. y ′+2xy = 2xy3. Opět je třeba použít Poznámku 2 s α = 3. Tedy použijeme substituci
z(x) = y1−α = y−2. Abychom to mohli provést, předpokládejme nejprve, že y =/ 0.
Navíc si všimneme, že je-li y řešení, je řešením i −y. Tedy můžeme bez újmy na
obecnosti předpokládat, že y > 0. (Změnou znaménka pak dostaneme všechna
řešení která nejsou nikde nulová). Navíc si všimneme, že y ≡ 0 je singulárním
řešením.
Zde je výhodnější nejprve vyjádřit y, tedy y =

√
1
z = z− 12 . (Předpokládáme, že y > 0.)

Pak derivací dostaneme, že y ′ = − 1
2z− 32 z′. Celkově po substituci dostaneme rovnici

−1
2z− 32 z′ = 2xz− 32 − 2xz− 12 ,

což můžeme upravit na
z′ = 4xz − 4x.

A na tuto rovnici již můžeme použít algoritmus z Poznámky 3. Volme a(x) := 4x a
b(x) := −4x. Pak primitivní funkce k a je A(x) = 2x2. Tedy řešením homogenní
rovnice je z0 = Ke2x2 .
Dále hledáme partikulární řešení pomocí variace konstanty ve tvaru zp = K(x)e2x2 ,
a víme že pak

K′ = −e−x24x.
Pro integraci výrazu −e−x24x použijeme metodu „vidím derivaci“, tedy substituci
t = −x2. Pak dt = −2x dx, a tedy

∫
−e−x24x dx = 2

∫
et dt = 2et = 2e−x2 .

4



Celkem máme partikulární řešení zp = 1, a všechna řešení ve tvaru z(x) = 1+Ce2x2 .
Potřebujeme z > 0 (budeme to chtít odmocňovat). Tedy odsud dostaneme podmínku
pro C.
Dostaneme zpět

y(x) =
√ 1

1 + Ce2x2 .
Zjevně y > 0. Již víme, že pak máme i řešení s opačným znaménkem a řešení
nulové. Lepit zde nemůžeme, neboť tato řešení na sebe nikde nenavazují.
Zbývá si ujasnit, kde jsou tato řešení definována. Řešení y(x) = 0 je definováno
na R. A řešení

y(x) = ±
√ 1

1 + Ce2x2 .
jsou pro C ≥ 0 definována na R, a pro −1 < C < 0 jsou definována na intervalu(

−
√

1
2 log −1

C ,
√

1
2 log −1

C
)

. (Pro C ≤ −1 nemáme žádné řešení.)

Pro řešení zbylých příkladů viz příští cvičení.
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