
22. cvičeńı
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/

Př́ıklady

1. Zformulujte Bolzano-Cauchyovu podmı́nku pomoćı negace (integrál diverguje právě
tehdy, když. . . ).

Řešeńı: Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b). Pak integrál
� b
a f diverguje

právě tehdy, když existuje ε > 0 tak, že pro každé b� ∈ (a, b) existuj́ı dva body x1,
x2 splňuj́ıćı b� < x1 < x2 < b a

����
� x2

x1

f

���� ≥ ε.

2. Ukažte divergenci pomoćı B-C podmı́nky.

(a)

� ∞

1
xα ln(1 + x)| cosx| dx, α ≥ 0. (b)

� 1

0
xα arctanx cos

1

x
dx, α ≤ −3.
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Př́ıklady

1. Zformulujte Bolzano-Cauchyovu podmı́nku pomoćı negace (integrál diverguje právě
tehdy, když. . . ).

Řešeńı: Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b). Pak integrál
∫ b
a f diverguje

právě tehdy, když existuje ε > 0 tak, že pro každé b′ ∈ (a, b) existuj́ı dva body x1,
x2 splňuj́ıćı b′ < x1 < x2 < b a ∣∣∣∣∫ x2

x1

f

∣∣∣∣ ≥ ε.
2. Ukažte divergenci pomoćı B-C podmı́nky.

(a)

∫ ∞
1

xα ln(1 + x)| cosx|dx, α ≥ 0. (b)

∫ 1

0
xα arctanx cos

1

x
dx, α ≤ −3.
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http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/


3. Vyšetřete absolutńı i neabsolutńı konvergenci integrál̊u, jestliže a, b, c ∈ R a
α, β, γ ∈ (0,∞).

(a)

∫ +∞

0
sinxα dx

Řešeńı:

Proved’me substituci t = xα:

x = t1/α, dx =
1

α
t1/α−1 dt

a plat́ı, že ∫ +∞

0
sinxα dx =

∫ +∞

0

sin t

αt1−1/α
dt

Na pravém okoĺı nuly t ∈ (0, π/2) je integrand kladný a můžeme zde použ́ıt
srovnáńı s funkćı

sin t

t1−1/α
≈ t

t1−1/α
=

1

t−1/α
,

tud́ıž integrál
∫ π/2
0

sin t
t1/α−1 dt konverguje, a to nav́ıc absolutně, právě když

−1/α < 1, tedy pokud α > −1. Jinak diverguje. Oboj́ı plyne z limitńıho
srovnávaćıho kritéria. Pro kladné α tedy v okoĺı nuly neńı s konvergenćı
problém.

Zbývá tak vyšetřit integrál ∫ +∞

π/2

sin t

t1−1/α
dt

O tomto integrálu v́ıme, že konverguje absolutně, právě když 1 − 1/α > 1,
tedy dohromady s prvńım př́ıpadem pokud −1 < α < 0.

Vı́me také, že konverguje neabsolutně, pokud 2 > 1 − 1/α > 0, tedy pokud
α > 1.

Odtud máme, že absolutńı konvergence integrálu v zadáńı př́ıkladu nenastává
pro žádné α > 0 a že integrál konverguje neabsolutně pro α > 1.

(b)

∫ +∞

1/2

cosπx

lnα 2x
dx

Řešeńı:

Srovnáńım s funkćı | cos(πx)|/x na okoĺı nekonečna dostaneme, že absolutně
integrál nekonverguje pro žádné α > 0.

Neabsolutně konverguje na [1,+∞) podle Dirichletova kritéria, nebot’ cos(πx)
má omezenou primitivńı funkci | 1π sin(πx)| ≤ 1 a 1/ lnα 2x → 0 monotónně
pro každé α > 0.

Na okoĺı 1/2 použijme odhady

cos(πx) = sin(πx− π/2) ≈ (πx− π/2) = π

(
x− 1

2

)
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ln(2x) = ln(1 + (2x− 1)) ≈ (2x− 1) = 2

(
x− 1

2

)
a tud́ıž

f(x) ≈ π

2α

(
x− 1

2

)1−α

odtud máme na absolutńı i neabsolutńı konvergenci (nebot’ integrand na
(1/2, 1] neměńı znaménko) podmı́nku podle limitńıho srovnávaćıho kritéria,
že 1− α > −1, tud́ıž α < 2.

Závěr: integrál konverguje neabsolutně pro 0 < α < 2.

(c)

∫ +∞

−∞
sin ex dx

Řešeńı:

Provedeme substituci t = ex. Potom x = ln t a dx = 1/t dt, integrál tak
přejde na tvar ∫ +∞

0

sin t

t
dt

o němž je známo, že konverguje neabsolutně.

(d)

∫ +∞

0

sinx sin 2x

xα
dx

Řešeńı:

Na (dostatečně malém pravém prstencovém) okoĺı nuly integrand neměńı
znaménko a chová se přibližně jako

f(x) ≈ 2

xα−2
,

odkud dostáváme podmı́nku na konvergenci α− 2 < 1, tedy α < 3.

Na okoĺı nekonečna nejprve integrand přeṕı̌seme do jiného tvaru pomoćı iden-
tity

sinx sin 2x =
cosx− cos 3x

2

Neabsolutńı konvergence: Protože funkce cosx i cos 3x maj́ı omezené primi-
tivńı funkce, dostaneme pomoćı Dirichletova kritéria, že funkce u nekonečna
neabsolutně konverguje pro všechna α > 0.

Absolutńı konvergence: Nejprve necht’ α > 1. Pak∣∣∣∣sinx sin 2x

xα

∣∣∣∣ ≤ 1

xα
.

Tedy ze srovnávaćıho kritéria funkce absolutně konverguje.

Nyńı necht’ α ∈ (0, 1]. Odhadujme zespodu:∣∣∣∣sinx sin 2x

xα

∣∣∣∣ =
2 sin2 x| cosx|

xα
≥ 2 sin2 x cos2 x

xα
=

1

2

sin2(2x)

xα
=

1

4

1− cos(4x)

xα
.
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Ale
∫∞
1

1
xα je divergentńı pro α ∈ (0, 1], kdežto

∫∞
1

cos(4x)
xα je konvergentńı (z

Dirichleta).

Dohromady tedy
∫∞
1

1
4
1−cos(4x)

xα diverguje. A ze srovnávaćıho kritéria diver-
guje i p̊uvodńı integrál.

Závěr: Integrál konverguje pro 0 < α < 3, pro 1 < α < 3 nav́ıc absolutně.
Jinak diverguje.

(e)

∫ +∞

0

xa

ex2 − 1
sin

1

x2
dx

Řešeńı:

Na [1,+∞) integrál konverguje absolutně srovnáńım s 1
ex , nebot’ plat́ı, že

f(x)

1/ex
=
xa

ex
· e2x

ex2 − 1
· sin 1

x2
x→+∞−−−−→ 0

nebot’ všechny členy konverguj́ı k nule pro libovolné a ∈ R.

Absolutńı konvergence u 0: Na pravém δ-okoĺı nuly je (pro dost malé δ)

1

ex2 − 1
≈ 1

x2
.

Uvažujme tedy nejprve integrál∫ δ

0
xa−2 sin

1

x2
dx

Substitućı t = 1
x2

dostaneme ekvivalentńı integrál∫ +∞

1/δ2

sin t

t
a+1
2

dt

o kterém v́ıme, že:

konverguje absolutně, pokud (a+ 1)/2 > 1, tedy pokud a > 1.

Protože limx→0
x2

ex2−1
= 1, máme na nějakém okoĺı 0 odhady

1

2
≤ x2

ex2 − 1
≤ 2.

Pro srovnávaćı kritérium pak máme∣∣∣∣12xa−2 sin
1

x2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ x2

ex2 − 1
xa−2 sin

1

x2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣2xa−2 sin
1

x2

∣∣∣∣ .
Tedy náš p̊uvodńı integrál u 0 konverguje absolutně, pokud (a + 1)/2 > 1,
tedy pokud a > 1.

Závěr: Integrál konverguje absolutně, pokud a > 1.
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(f)

∫ 1

0

3

√
x

x− 1

lnx

ln(1 + x)
xα dx

Řešeńı:

U nuly použijte odhady

ln(1 + x) ≈ x, x− 1 ≈ 1

a podle limitńıho srovnávaćıho kritéria stač́ı vyšetřovat konvergenci integrálu∫ δ

0

xα+1/3−1

lnx
dx

Tento integrál konverguje pro α− 2/3 > −1, tedy pro α > −1/3

U jedničky použijeme odhady

x ≈ 1, ln(1 + x) ≈ ln 2, lnx ≈ x− 1

a podle limitńıho srovnávaćıho kritéria stač́ı vyšetřovat integrál∫ 1

1−δ
(x− 1)2/3

Tento integrál konverguje absolutně (funkce má do jedničky dokonce spojité
rozš́ı̌reńı).

Závěr: Integrál konverguje pro α > −1/3, a to absolutně.

(g)

∫ 1

0
arcsin α(x(1− x)) sin

1

xα
dx

Řešeńı:

U jedničky plat́ı, že

arcsin x(1− x) ≈ x(1− x) ≈ (1− x), sin
1

xα
≈ sin 1

Protože integrand na vhodném levém okoĺı jedničky neměńı znaménko, stač́ı
podle limitńıho srovnávaćıho kritéria vyšetřovat (absolutńı) konvergenci in-
tegrálu ∫ 1

1−δ
(1− x)α dx

pro vhodné malé kladné δ, což je ekvivalentńı vyšetřováńı konvergence in-
tegrálu ∫ δ

0
yα dy

který dostaneme substitućı y = 1−x. O něm v́ıme, že konverguje pro a > −1.

U nuly plat́ı, že
arcsin x(1− x) ≈ x(1− x) ≈ x.
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Dále, funkce x(1− x) i (1− x) jsou monotónńı, jejich α-té mocniny taktéž.

Ukážeme, že i funkce 1
xarcsin x je monotónńı na nějakém pravém okoĺı nuly.

Dále uvažujme funkci g(x) = arcsin x
x . Ta je rostoućı na (0, 1):(

arcsin (x)

x

)′
=
x− arcsin (x)

√
1− x2

x2
√

1− x2

Pro čitatele substituujme x = sinu (pracujeme na intervalu u ∈ (0, π2 ):

sinu− u
√

1− sin2 u = sinu− u cosu

Ale sinu− u cosu ≥ 0 protože

sinu ≥ u cosu

sinu

cosu
≥ u,

což je pravda.

Dı́ky monotoníım pak stač́ı dle limitńıho srovnávaćıho kritéria a dle Abelova
kritéria vyšetřovat absolutńı i neabsolutńı konvergenci integrálu∫ ε

0
xα sin

1

xα

pro vhodné ε > 0. Zasubstituujeme y = x−α na integrál∫ ∞
1

1

α
y−1−

1
α y−

α
α sin y dy =

∫ ∞
1

1

α
y−2−

1
α sin y dy.

Tento integrál absolutně konverguje pro −2 − 1
α < −1, tedy a > −1. Jiné

hodnoty α neńı potřeba vyšetřovat (kv̊uli konvergenci u 1).

Závěr: pro α > −1 integrál konverguje, a to nav́ıc absolutně. Jinak diverguje.

(h)

∫ +∞

0
arcsin

x

x2 + 1
lnx cosx dx

Řešeńı:

Funkce má spojité rozš́ı̌reńı do nuly, nebot’

arcsin x ≈ x =⇒ arcsin
x

x2 + 1
≈ x

x2 + 1
≈ x

a
lim
x→0

x lnx = 0

Problematický bod je tedy pouze nekonečno. Protože x
x2+1

→ 0 pro x→∞,
plat́ı také na okoĺı nekonečna, že

arcsin
x

x2 + 1
≈ x

x2 + 1
≈ 1

x
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Z odhadu platného pro x > e

| cosx|
x

lnx ≥ | cosx|
x

vyplývá, že integrál nemůže konvergovat absolutně.

Původńı integrál vyřeš́ıme pomoćı odhadu arcsin u ≥ u pro u > 0. Dále
máme pro x > 1 x2 + 1 < 2x2. Pak∣∣∣∣arcsin

x

x2 + 1
lnx cosx

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ x

x2 + 1
lnx cosx

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ 1

2x
lnx cosx

∣∣∣∣ .
Tedy absolutně integrál diverguje.

Pro neabsolutńı konvergenci uvažujme∫ +∞

1

lnx

x
cosx dx.

Protože lnx
x → 0 pro x → +∞ a tato funkce je na nějakém okoĺı nekonečna

monotónńı, je integrál neabsolutně konvergentńı podle Dirichletova kritéria,
nebot’ funkce cosx má omezenou primitivńı funkci.

K monotonii lnx
x . Na intervalu (0,+∞) je tato funkce spojitá a má spojitou

derivaci, která je pro x > e záporná, jak dostáváme př́ımým výpočtem:(
lnx

x

)′
=

1− lnx

x2
< 0

Dále vyšetřeme integrál∫ +∞

1

x

x2 + 1
x

lnx

x
cosx dx =

∫ +∞

1

x2

x2 + 1

lnx

x
cosx dx.

Ten konverguje z Abela, protože x2

1+x2
je monotónńı a omezená.

Nakonec uvažujme integrál∫ +∞

1

arcsin x
1+x2

x
1+x2

x2

x2 + 1

lnx

x
cosx dx.

Konverguje z Abela, protože funkce
arcsin x

1+x2
x

1+x2
je omezená (má limitu rovnu

1 nekonečnu) a monotónńı. Plat́ı, že složeńı dvou monotónńıch funkćı je také
monotónńı. Pro h(x) = x

1+x2
máme(
x

1 + x2

)′
=

1− x2

(1 + x2)2
.

Tedy h je klesaj́ıćı pro x > 1.
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Dále uvažujme funkci g(t) = arcsin t
t . Ta je rostoućı na (0, 1):(

arcsin (t)

t

)′
=
t− arcsin (t)

√
1− t2

t2
√

1− t2

Pro čitatele substituujme t = sinu (pracujeme na intervalu u ∈ (0, π2 ):

sinu− u
√

1− sin2 u = sinu− u cosu

Ale sinu− u cosu ≥ 0 protože

sinu ≥ u cosu

sinu

cosu
≥ u,

což je pravda.

Dohromady
arcsin x

1+x2
x

1+x2
je monotónńı.

Závěr: integrál konverguje.

Zkouškové př́ıklady

4. Vyšetřete konvergenci integrál̊u (nemuśı být absolutńı)

(a)

∫ 1

0
ln(arctanx)

π
2 − arcsin x

(e1−x − 1)α
dx,

α ∈ R

(b)

∫ ∞
0

arcsin
1

x
cos(x2) lnx dx

(c)

∫ ∞
0

min{1,
√
x− 1} cosx√

x− 4
√
x

dx

(d)

∫ 1

0

ln(1− x)
√
x− x2

sin(πx2)
dx
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