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1.

∫ +∞

0

arctan x

x
sinx dx

Řešeńı:

Na malém pravém okoĺı nuly je integrand f nezáporný, spojitý a plat́ı

arctan x ≈ x, sinx ≈ x =⇒ f(x) ≈ x2−1 = x,

odkud plyne, že
∫ π/2
0 f(x) dx konverguje protože

∫ π/2
0 x dx konverguje (LSK).

Na intervalu [π/2,+∞) je integrand spojitý. Vyšetřeme nejprve integrál∫ +∞

π/2

sinx

x
dx

O něm v́ıme, že konverguje neabsolutně. Protože funkce arctan x → π
2 , z LSK

máme divergenci (pro absolutńı hodnotu) i pro p̊uvodńı integrál.

Protože funkce arctan x je spojitá, omezená a monotónńı na [π/2,+∞), z Abela
konverguje (nabsolutně) také integrál

∫ +∞
π/2 f(x) dx.

Závěr: integrál konverguje neabsolutně.

2.

∫ +∞

0

arctan x

xα
sinx dx

Řešeńı:

Na malém pravém okoĺı nuly je integrand f nezáporný, spojitý a plat́ı

arctan x ≈ x, sinx ≈ x =⇒ f(x) ≈ x2−α,

odkud plyne, že
∫ π/2
0 f(x) dx konverguje (a to absolutně) tehdy a jen tehdy, pokud

2− α > −1, tedy pokud α < 3.

Na intervalu [π/2,+∞) je integrand spojitý. Vyšetřeme nejprve integrál∫ +∞

π/2

sinx

xα
dx

O něm v́ıme, že konverguje, pokud α > 0, nav́ıc pro α > 1 absolutně.

Protože funkce arctan x → π
2 , z LSK máme absolutńı konvergenci i pro p̊uvodńı

integrál.

Protože funkce arctan x je spojitá, omezená a monotónńı na [π/2,+∞), za stejných
podmı́nek konverguje (neabsolutně) z Abela také integrál

∫ +∞
π/2 f(x) dx.

Závěr: integrál konverguje pro 0 < α < 3, nav́ıc pro 1 < α < 3 absolutně.
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3.

∫ +∞

0
arccotg αx cosx dx

Řešeńı: Integrand je zřejmě spojitý na [0,+∞). Tedy absolutně konverguje na
[0, 1] a bude tedy stačit uvažovat integrál přes [1,∞).

Začněme s absolutńı konvergenćı. Protože na okoĺı nekonečna je

arccotg x ≈ 1

x
,

budeme nejprve vyšetřovat integrál∫ +∞

1

| cosx|
xα

dx

který konverguje absolutně pro α > 1, jinak diverguje.

Necht’ tedy α > 1. Plat́ı, že arccot x ≤ 1
x . To je možné ukázat např. takto: Pro

funkci g(x) = x arccot x máme v 1 hodnotu 1arccot 1 = π
4 < 1.

Funkce je nav́ıc spojitá na [1,∞) a

lim
x→∞

arccot x
1
x

L′H
= lim

x→∞

−1
1+x2

− 1
x2

= 1.

Zbývá monotónnost funkce x arccot x. Máme

(x arccot x)′ = arccot x− x

x2 + 1

Položme x = cot y. Pak pro y ∈ (0, π4 ], máme x ∈ [1,∞)

arccot (cot y)− cot y

cot y2 + 1
= y − cos y sin y = y − 1

2
sin(2y)

a protože | sin t| ≤ 2t pro t ≥ 0, máme

y − 1

2
sin(2y) ≥ y − 1

2
2y = 0.

Tedy derivace je kladná a x arccot x je rostoućı.

Dohromady muśı platit x arccot x ≤ 1.

Pak

|arccotg αx cosx| ≤ | cosx|
xα

,

tedy ze SK integrál
∫ +∞
1 arccotg αx cosx dx konverguje absolutně.

Necht’ α ≤ 1. Protože
lim
x→∞

x arccot x = 1,
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tak od jistého x0 je x arccot x ≥ 1
2 .

Pak

|arccotg αx cosx| = xαarccotg αx · | cosx|
xα

≥
(

1

2

)α | cosx|
xα

,

Ze SK pak máme, že pro α ≤ 1 integrál v absolutńı hodnotě diverguje.

Pro neabsolutńı konvergenci aplikujme Dirichletovo kritérium.

Funkce cosx má omezenou primitivńı funkci. Funkce arccot αx je klesaj́ıćı,
limx→∞ arccot αx = 0 pro α > 0. Z Dirichletova kritéria pak konverguje i integrál∫ +∞

1
arccot αx cosx dx.

Závěr: Integrál konverguje neabsolutně pro α > 0, absolutně pro α > 1.

4.

∫ +∞

0

ln(e2x + ex + 1)

x3/2
sinx dx

Řešeńı:

U nuly použijte odhady

ln(e2x + ex + 1) ≈ ln 3, sinx ≈ x =⇒ f(x) ≈ x1−3/2

nav́ıc na dosti malém pravém okoĺı nuly integrand neměńı znaménko, takže podle
limitńıho srovnávaćıho kritéria integrál konverguje, jestliže konverguje integrál z
1√
x
, což je pravda.

U nekonečna použijme odhady

ln(e2x + ex + 1) ≈ 2x =⇒ f(x) ≈ 2 sinx

x3/2−1

Integrál z 2 sinx
x3/2−1 absolutně nekonverguje, z LSK tedy absolutně nekonverguje ani

p̊uvodńı integrál.

Pro neabsolutńı konvergenci: integrál z 2 sinx
x1/2

konverguje neabsolutně z Dirichle-
tova kritéria.

Člen ln(e2x + ex + 1)/2x se přileṕı pomoćı Abelova kritéria, nebot’ z tvaru

ln(e2x + ex + 1)

2x
= 1 +

ln(1 + e−x + e−2x)

2x

je patrné, že jde o monotónńı funkci na nějakém okoĺı nekonečna.

Závěr: Integrál konverguje neabsolutně.

3



5.

∫ π/2

0
xa
(

1

2
π − x

)b
tg cx dx

Řešeńı:

Integrand na intervalu (0, π2 ) neměńı znaménko, stač́ı tedy vyšetřit absolutńı kon-
vergenci. Dále u nuly plat́ı

tg x ≈ x =⇒ f(x) ≈
(π

2

)b
· xa+c,

z LSK tud́ıž dostáváme podmı́nku na konvergenci a+ c > −1.

Na (levém) okoĺı π/2 máme

tg x =
sinx

cosx
≈ 1

cosx
=

1

sin(π/2− x)
≈ 1

π
2 − x

a tedy z LSK
∫ π

2
π
4
f(x) konverguje právě tehdy, když konverguje

∫ π
2

π
4

(π
2
− x
)b−c

Substitućı y = π
2 −x dostaneme, že konvergence vyšetřovaného integrálu na levém

okoĺı π/2 je ekvivalentńı konvergenci
∫ π

4
0 yb−c dy, odkud máme podmı́nku b− c >

−1.

Závěr: protože integrand je spojitý na (0, π4 ] a [π4 ,
π
2 ) (a neměńı znaménko), v́ıme z

předchoźıho (pomoćı limitńıho srovnávaćıho kritéria), že konverguje za podmı́nky
−1− a < c < b+ 1, a to nav́ıc absolutně. Jinak diverguje.

6.

∫ 1

0

lnx sinx

x arctan(1− x)
dx

Řešeńı:

U nuly použijme odhady

sinx ≈ x, arctan (1− x) ≈ arctan 1 =
π

4

z nichž plyne, že integrand na nějakém dostatečně malém pravém okoĺı nuly
neměńı znaménko a lze jej srovnat (LSK) s

f(x) ≈ lnx

přičemž
∫ 1

2
0 lnx dx konverguje absolutně (lze ověřit př́ımým výpočtem).

U jedničky srovnejme s

g(x) =
−(x− 1)

1− x
= 1.
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Pak

lim
x→1−

|f |
g

= lim
x→1−

| lnx|
−(x− 1)

sinx

x

1− x
arctan(1− x)

= 1

Jelikož
∫ 1

1
2

konverguje absolutně, konverguje i
∫ 1

1
2
f .

Závěr:
∫ 1
0 f(x) konverguje absolutně.

7.

∫ +∞

2

lnx sinx

x arctan(1− x)
dx

Řešeńı: Na intervalu [2,+∞) je integrand spojitý.

Absolutńı konvergenci vylouč́ıme odhadem∣∣∣∣ lnx

x arctan(1− x)
sinx

∣∣∣∣ ≥ | sinx|xπ2
,

který je platný pro x > e a znalost toho, že ”integrál” napravo je divergentńı.

Neabsolutńı konvergence: d́ıky monotonii a omezenosti funkce arctan stač́ı vyšetřovat
(podle Abelova kritéria) pouze integrál∫ +∞

2

lnx

x
sinx dx.

Ten konverguje z Dirichletova kritéria, vzhledem k tomu, že lnx/x→ 0 monotónně
na nějakém okoĺı nekonečna (

lnx

x

)′
=

1− ln (x)

x2

(derivace této funkce je záporná pro x > e) a funkce sinx má omezenou primitivńı
funkci.

Závěr: integrál konverguje (pouze) neabsolutně.

8.

∫ +∞

−1

3

√
x2

x+ 1
arccotg x sinx dx

Řešeńı:

Na (dostatečně malém pravém prstencovém) δ-okoĺı−1 integrand neměńı znaménko
a chová přibližně jako funkce (x+ 1)−1/3, (absolutńı) konvergence je tedy ekviva-
lentńı konvergenci integrálu ∫ δ

0
y−1/3 dy

o kterém v́ıme, že konverguje (absolutně).

5



Na okoĺı nekonečna se integrand bez sinu chová přibližně jako

3

√
x2

x+ 1
arccotg x ≈ x1/3 · 1

x
= x−2/3

Odtud plyne podle limitńıho srovnávaćıho kritéria srovnáńım s integrálem přes
funkci | sinx|/x2/3, že integrál nekonverguje absolutně.

Pro neabsolutńı konvergenci uvažujme nejprve integrál∫ +∞

1

1

x2/3
sinx dx

Použit́ım Dirichletova kritéria dostaneme neabsolutńı konvergenci, nebot’ sinx má
omezenou primitivńı funkci a x−2/3 → 0 monotónně pro x→ +∞.

Dále, integrál ∫ +∞

1
x arccot x

1

x2/3
sinx dx

konverguje z Abelova kritéria, protože g(x) = x arccot x je spojitá na [1,∞) a
protože

lim
x→∞

arccot x
1
x

L′H
= lim

x→∞

−1
1+x2

− 1
x2

= 1,

tak je funkce na [1,∞) omezená.

Zbývá monotónnost funkce x arccot x. Máme

(x arccot x)′ = arccot x− x

x2 + 1

Položme x = cot y. Pak pro y ∈ (0, π4 ], máme x ∈ [1,∞)

arccot (cot y)− cot y

cot y2 + 1
= y − cos y sin y = y − 1

2
sin(2y)

a protože | sin t| ≤ 2t pro t ≥ 0, máme

y − 1

2
sin(2y) ≥ y − 1

2
2y = 0.

Tedy derivace je kladná a x arccot x je rostoućı.

Posledńı krok, uvažujme integrál

∫ +∞

1

3

√
x2

1 + x
· 1

x1/3
· x arccot x

1

x2/3
sinx dx.

Integrál konverguje z Abelova kritéria. Funkce 3

√
x2

1+x ·
1

x1/3
je spojitá na [1,∞).
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Jelikož

lim
x→∞

3

√
x2

1 + x
· 1

x1/3
= lim

x→∞
3

√
x2

x2 + x
= 1,

je i omezená.

Pro monotónnost stač́ı vyšetřit funkci x2

x2+x
. Plat́ı(

x

x+ 1

)′
=

1

(x+ 1)2
> 0,

tedy funkce je rostoućı.

Závěr:

Integrál konverguje (absolutně) na (−1, δ]. Na intervalu [δ, 1] konverguje, protože
jde o spojitou funkci na omezeném a uzavřeném intervalu. Na [1,∞) integrál
konverguje neabsolutně.

Dohromady: Integrál konverguje neabsolutně.

9.

∫ +∞

0

esinx

xα
sin 2x dx

Řešeńı:

Protože
1/e ≤ esinx ≤ e, pro každé x ∈ R

a na okoĺı nuly je
sin 2x ≈ 2x

stač́ı (z LSK) na okoĺı nuly vyšetřovat integrál∫ δ

0
x1−α dx

který konverguje pro každé α < 2.

Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria konverguje integrál na okoĺı nekonečna (vzh-
ledem k odhad̊um na esinx) absolutně pro α > 1 (srovnáńım s | sin 2x|/xα).

Integrál na okoĺı nekonečna konverguje neabsolutně pro α > 0. Nahlédneme to po-
dle Dirichletova kritéria, pokud dokážeme, že esinx sin 2x má omezenou primitivńı
funkci na (0,+∞). Lze ale př́ımo poč́ıtat (substitućı t = sinx a per partes)∫

esinx · 2 sinx cosx dx =

∫
ueu du = ueu − eu = C + sinxesinx − esinx

což je evidentně omezená funkce.

Varováńı: Protože esinx neńı na žádném okoĺı nekonečna monotónńı, nelze použ́ıt
techniku přilepeńı podle Abelova kritéria.
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10.

∫ +∞

0

arctan αx

lnβ(1 + x)
sinx dx

Řešeńı:

U nuly použijeme odhady

arctan x ≈ x, ln(1 + x) ≈ x, sinx ≈ x

stač́ı tedy (z LSK) vyšetřovat integrál∫ δ

0
xα+1−β dx

který konverguje (absolutně) pro α > β − 2.

U nekonečna nenastává absolutńı konvergence nikdy, nebot’ lnβ(1 + x) ≤
√
x

pro nějaké x > xβ reálné a srovnávaćı kritérium aplikované na | sinx|/
√
x dává

divergenci.

Neabsolutńı konvergence u nekonečna nastává pro každé α ∈ R a β > 0 po-
dle Dirichletova kritéria pro sinx/ lnβ(1 + x) a tud́ıž podle Abelova kritéria pro
vyšetřovaný integrál.

Závěr: integrál konverguje neabsolutně pro (β > 0) & (α > β − 2). Absolutně
nekonverguje pro žádné α, β > 0.

11.

∫ +∞

0

arctan αx arccotg βx

xγ
cosx dx

Řešeńı:

Na okoĺı nuly je

arctan αx ≈ xα, arccotg βx ≈
(π

2

)β
, cosx ≈ 1.

Tud́ıž na dostatečně malém okoĺı nuly integrand neměńı znaménko a chová se
přibližně jako funkce xα−γ . Odtud plyne, že integrál na vhodném okoĺı nuly
konverguje (a to absolutně), pokud α− γ > −1.

Na okoĺı nekonečna zase plat́ı

arctan αx ≈
(π

2

)α
, arccotg βx ≈ 1

xβ
.

Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria aplikovaného na funkci | cosx|/xγ+β dostaneme,
že integrál na vhodném okoĺı nekonečna konverguje absolutně, pokud γ + β > 1.

Podle Dirichletova kritéria pak máme, že integrál cosx/xγ+β na vhodném okoĺı
nekonečna konverguje neabsolutně, pokud γ + β > 0. Pomoćı Abelova kritéria
pak dostaneme, že za stejné podmı́nky konverguje neabsolutně také vyšetřovaný
integrál (nebot’ funkce arctan x a x arccotg x, a tedy také jejich mocniny, jsou na
vhodném okoĺı nekonečna monotónńı a omezené).
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