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Reseni:
Na malém pravém okoli nuly je integrand f nezaporny, spojity a plati

arctan z ~ z,sinz ~ r = f(z) ~ 2> =z,

odkud plyne, ze foﬂ/Q f(z) dx konverguje protoze f(;T/Q x dx konverguje (LSK).

Na intervalu [7/2, +00) je integrand spojity. VySetfeme nejprve integral

+00 o3
S xr
/ dx
w/2 T

O ném vime, Ze konverguje neabsolutné. Protoze funkce arctan x — §, z LSK
mame divergenci (pro absolutni hodnotu) i pro puvodni integral.

Protoze funkce arctan z je spojitd, omezend a monoténni na [7/2,+00), z Abela
konverguje (nabsolutné) také integrél f:/go f(x)dx.

Zavér: integral konverguje neabsolutné.
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Reseni:
Na malém pravém okoli nuly je integrand f nezaporny, spojity a plati

arctan r ~ z,sinz ~ r = f(z) ~ 2272,

odkud plyne, ze foﬂ/ 2 f(z) dz konverguje (a to absolutné) tehdy a jen tehdy, pokud
2 —a > —1, tedy pokud a < 3.

Na intervalu [7/2, 400) je integrand spojity. VySetfeme nejprve integral

+00 o
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/ —dz
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O ném vime, ze konverguje, pokud a > 0, navic pro a > 1 absolutné.

Protoze funkce arctan x — I, z LSK méame absolutni konvergenci i pro puvodni

29
integral.

Protoze funkce arctan x je spojita, omezend a monoténni na [7/2, +00), za stejnych
podminek konverguje (neabsolutné) z Abela také integral f;;;o f(x) dx.

Zavér: integral konverguje pro 0 < o < 3, navic pro 1 < o < 3 absolutné.
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Reseni: Integrand je ziejmé spojity na [0,4+00). Tedy absolutné konverguje na
[0,1] a bude tedy stacit uvazovat integral pres [1,00).

Zacnéme s absolutni konvergenci. Protoze na okoli nekoneéna je
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arccotg = ~

)

budeme nejprve vysetiovat integral

+oo
/ |coix] da
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ktery konverguje absolutné pro a > 1, jinak diverguje.

Nechf tedy o > 1. Plati, Ze arccot x < % To je mozné ukazat napi. takto: Pro
funkci g(z) = rarccot x mdme v 1 hodnotu larccot 1 =7 < 1.

Funkce je navic spojitd na [1,00) a
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Zbyva monotoénnost funkce x arccot x. Mame

xarccot x) = arccot x —

Polozme x = coty. Pak pro y € (0, ], mdme z € [1,00)

coty

arccot (coty) — oty 1

. 1.
:y—cosysmy:y—ism@y)
a protoze |sint| < 2t pro ¢t > 0, mame

1 1
— —sin(2 > — =2y =0.
y— 5sin(2y) 2y - 52

Tedy derivace je kladna a x arccot x je rostouci.
Dohromady musi platit x arccot z < 1.

Pak
| cos |

larccotg “x cos x| < ,

:UO[
tedy ze SK integral f1+oo arccotg “z cos x dx konverguje absolutné.

Necht o < 1. Protoze

lim zarccot x =1,
Tr—r00
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tak od jistého x( je x arccot x >
Pak

1 (0%
|arccotg “x cos x| = x%arccotg “x - |cosz] > (= M,
xa 2 aja

Ze SK pak mame, ze pro a < 1 integral v absolutni hodnoté diverguje.

Pro neabsolutni konvergenci aplikujme Dirichletovo kritérium.

Funkce cos x méa omezenou primitivni funkci. Funkce arccot “x je klesajici,
lim,_, o arccot “x = 0 pro a > 0. Z Dirichletova kritéria pak konverguje i integral

—+oo
/ arccot “z cos x dz.
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Zaveér: Integral konverguje neabsolutné pro a > 0, absolutné pro a > 1.

/+oo ln(e2x +et 4 1)
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Reseni:
U nuly pouzijte odhady

In(e** +e* +1) ~ In3, sinz ~ 2z = f(z) ~ a2

navic na dosti malém pravém okoli nuly integrand neméni znaménko, takze podle

limitniho srovnavaciho kritéria integral konverguje, jestlize konverguje integral z
1 L.

@ €07 je pravda.

U nekone¢na pouzijme odhady

2sinx

ln(e2x+ex+1)%2$ — f(x)NW

Integral z jss/lznfl absolutné nekonverguje, z LSK tedy absolutné nekonverguje ani

puvodni integral.

2sinx
21/2

Pro neabsolutni konvergenci: integral z
tova kritéria.

konverguje neabsolutné z Dirichle-

Clen In(e®® + e* + 1) /2x se piilepi pomoci Abelova kritéria, nebof z tvaru

In(e* +e® +1) In(1 + e~ % + e~ 27)
2x 2x
je patrné, ze jde o monoténni funkci na néjakém okoli nekonecna.

Zéavér: Integral konverguje neabsolutné.
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Reseni:
Integrand na intervalu (0, §

vergenci. Déle u nuly plati

) neméni znaménko, staci tedy vysettit absolutni kon-

b
tgrrr = f(r)=~ <g) ot

z LSK tudiz dostavame podminku na konvergenci a + ¢ > —1.
Na (levém) okoli 7/2 mame

; sinx 1 1 1
€r = =~ = ~
& cosx cosx sin(r/2-x) § -z

a tedy z LSK [ f(z) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
4

g T b—C
[ G-
4

Substituci y = § —x dostaneme, Ze konvergence vysetfovaného integrdlu na levém

okolf 7/2 je ekvivalentn{ konvergenci [,* y*~¢dy, odkud méme podminku b — ¢ >
—1.

Zéver: protoze integrand je spojity na (0, 7] a [%, ) (a neméni znaménko), vime z
predchoziho (pomoci limitniho srovnavaciho kritéria), ze konverguje za podminky
—1—a < c<b+1, ato navic absolutné. Jinak diverguje.

6. /1 Inzsinz da
o xarctan(l — x)

Reseni:

U nuly pouzijme odhady
. T
sinx ~ x, arctan (1 — z) ~ arctan 1 = 1

z nichz plyne, Ze integrand na néjakém dostate¢né malém pravém okoli nuly
neméni znaménko a lze jej srovnat (LSK) s

f(z)~Inx

1
piicemz [;? Inz dx konverguje absolutné (lze ovéfit pfimym vypoctem).

U jednicky srovnejme s
—(z—1)
1—x

g(x) = =1L



Pak

. fl . |Inz| sinz 1—x
lim — = lim

=1
a—1— g a—=1- —(z—1) x arctan(l — )

Jelikoz [ !

1 konverguje absolutné, konverguje i [ L.
2 2

Zaveér: fol f(z) konverguje absolutné.

/+°° Inzsinz
. dx
5 warctan(l — )

Reseni: Na intervalu [2, +00) je integrand spojity.

Absolutni konvergenci vylou¢ime odhadem
Inz | sin x|
>

= T
)

sinx

xarctan(l — x)

ktery je platny pro x > e a znalost toho, ze ”integral” napravo je divergentni.

Neabsolutni konvergence: diky monotonii a omezenosti funkce arctan staci vySetiovat
(podle Abelova kritéria) pouze integral

T ng
——sinz dz.
2 X

Ten konverguje z Dirichletova kritéria, vzhledem k tomu, ze In /2 — 0 monoténné

na néjakém okoli nekoneéna
Inz\’ ~ 1—-In(x)
r ) a2

(derivace této funkce je zdpornd pro xz > e) a funkce sin x mé omezenou primitivni
funkei.

Zaver: integral konverguje (pouze) neabsolutné.

+o0 72
3 .
. / arccotg x sinx dx
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ResSeni:

Na (dostate¢né malém pravém prstencovém) d-okoli —1 integrand neméni znaménko
a chové pfiblizné jako funkce (z + 1)~'/3, (absolutni) konvergence je tedy ekviva-
lentni konvergenci integralu
é
/ y—1/3 dy
0

o kterém vime, ze konverguje (absolutné).



Na okoli nekone¢na se integrand bez sinu chova priblizné jako

2

/3.2 _ ,—2/3

1
arccotg r ~ x —
T

z+1
Odtud plyne podle limitniho srovnavaciho kritéria srovnédnim s integralem pies
funkci | sin z|/22/3, Ze integral nekonverguje absolutné.

Pro neabsolutni konvergenci uvazujme nejprve integral

+oo 1
/ ——-sinxdx
2/3
1 X

Pouzitim Dirichletova kritéria dostaneme neabsolutni konvergenci, nebof sinx m4
omezenou primitivni funkei a =23 — 0 monoténné pro x — +oco.

Dale, integral

+oo 1
/ x arccot Tz sin x dx
1 z2/3

konverguje z Abelova kritéria, protoze g(x) = zarccot x je spojitd na [1,00) a
protoze

-1
arccot * 'mg .. T4z2
lim

im ——— = =1,
T—00 = T—00 — =z
x x
tak je funkce na [1,00) omezena.
Zbyva monoténnost funkce x arccot . Mame
, x
(z arccot z)' = arccot * — —5——
e+ 1

Polozme 2 = coty. Pak pro y € (0, %], mdme z € [1,00)

cot y . 1.
=y —cosysiny =y — — sin(2y)

t ty) — ————
arccot (coty) coty? 1 1 5

a protoze |sint| < 2t pro ¢t > 0, mdme
L in(2y) > 12 =0
) 251 ) Y B Y .

Tedy derivace je kladna a x arccot x je rostouci.

Posledni krok, uvazujme integral

400 5 2 1 ‘ 1 . d
: m-m-xamco l’wSIHfE Z.
2

Integral konverguje z Abelova kritéria. Funkce y/ 75— - 3311/3 je spojitad na [1, 00).




Jelikoz

je i omezena.

Pro monoténnost staci vysetiit funkeci f—Q Plati
Te+x

!/
T 1
( > = 5 >0,
z+1 (x+1)

tedy funkce je rostouci.
Zaver:
Integrél konverguje (absolutné) na (—1,4]. Na intervalu [0, 1] konverguje, protoze

jde o spojitou funkci na omezeném a uzavieném intervalu. Na [1,00) integrél
konverguje neabsolutné.

Dohromady: Integral konverguje neabsolutné.

+o0o esinx
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Reseni:
Protoze .

1/e <" <e, pro kazdé z € R
a na okoli nuly je

sin 2x ~ 2x

stac¢i (z LSK) na okoli nuly vysetfovat integrél

)
/ 2% dr
0

ktery konverguje pro kazdé a < 2.

Podle limitniho srovnavaciho kritéria konverguje integral na okoli nekonec¢na (vzh-
ledem k odhadum na e¥"*) absolutné pro a > 1 (srovnanim s |sin 2x|/z%).

Integral na okoli nekonecéna konverguje neabsolutné pro o > 0. Nahlédneme to po-
dle Dirichletova kritéria, pokud dokazeme, ze "% sin 2x méa omezenou primitivni
funkei na (0, +00). Lze ale pfimo pocitat (substituci ¢ = sinx a per partes)

/esmm -2sinz cosx dr = /ue“ du = ue" — e* = C' 4 singe®™™* — 57

coz je evidentné omezena funkce.

Varovani: Protoze e*™” neni na zadném okoli nekone¢na monoténni, nelze pouzit

techniku pfilepeni podle Abelova kritéria.
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10. / w sinx dx
o  Inf(1+2)

Reseni:
U nuly pouzijeme odhady
arctan z =z, In(l+z)~z, sinzrzx

staci tedy (z LSK) vysetfovat integral

)
/ 2218 gy
0

ktery konverguje (absolutné) pro o > 3 — 2.

U nekoneéna nenastavé absolutni konvergence nikdy, nebof In®(1 + z) < &
pro néjaké z > zg redlné a srovnavaci kritérium aplikované na |sinz|/\/z davd
divergenci.

Neabsolutni konvergence u nekone¢na nastava pro kazdé a@ € R a 8 > 0 po-
dle Dirichletova kritéria pro sinz/In”(1 + x) a tudiz podle Abelova kritéria pro
vySetfovany integral.

Zaver: integral konverguje neabsolutné pro (8 > 0)& (v > B — 2). Absolutné
nekonverguje pro zadné «, 8 > 0.

cosx dx

1 T arctan “x arccotg B
a et
Reseni:

Na okoli nuly je
« a B ™\ P
arctan “z ~ z“, arccotg”r~ (=] , cosx~l1.
2

Tudiz na dostate¢né malém okoli nuly integrand neméni znaménko a chova se
priblizné jako funkce x*~7. Odtud plyne, Ze integral na vhodném okoli nuly
konverguje (a to absolutné), pokud o — v > —1.

Na okoli nekone¢na zase plati

T\ &
arctan “z =~ (5) . arccotg Pz~ —

Podle limitnfho srovnavaciho kritéria aplikovaného na funkei | cos z|/27+? dostaneme,
ze integral na vhodném okoli nekonecna konverguje absolutné, pokud v+ 8 > 1.

Podle Dirichletova kritéria pak méame, Ze integral cosz /aﬂ*ﬁ na vhodném okoli
nekonecéna konverguje neabsolutné, pokud v + 8 > 0. Pomoci Abelova kritéria
pak dostaneme, Ze za stejné podminky konverguje neabsolutné také vysSetiovany
integrdl (nebot funkce arctan z a x arccotg x, a tedy také jejich mocniny, jsou na
vhodném okoli nekone¢na monoténni a omezené).



