17. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/,

Piiklady

Spoctéte Newtonovy integraly:

. /4 CEDCEDICED
Reseni:

Rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme

24 T2

/OO ° d 1/00 Ly + d
xr = — X
4 (=1 (z—-2)(x—3) 2), z—1 -2 x-3
Po integraci
1 o 1], (z—1)(z-3)3" 1, 3-13
:5[ln|m—1|—4ln]:U—2\—|—31n|x—3]}4 =5 [ln @—2) , :0—§ln
0
2./ 3x dz
o2’ —1
Reseni: 0 0
x x
dex = dx
[ /m<x—1><x2+x+1>
Po rozkladu na parcialni zlomky
1/0 1 -1 1/0 1 120+1—-1-2
=- - dr = = - = d
3)r—1 224+2+1 3)r—1 2 224+z+1
10 1 1 2z+41 1 3
] 1 222 TS ICIE
3 ) T — ¢+ T+ (I'—f—é) + 2
Po integraci
1 1 22 +1]°
[ln]:):—l]—ln\x2+x+1]+\/§arctan vt }
3 2 VERN .
0
1 | — 1] 2 +1 V3w V3 -
= = |ln ————— + V/3arctan =04+ —=—"=—-|0+ == —
3[ Vi]E2 4+ x4+ 1] V3 . 3 6 ( 3 2
27
= —V3.
9
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T sinz
3. ——d
/0 cos2z+1

ReSeni: Zvolime substituci ¢t = cos z.

1 1
-1 1 T T T
—— dt= | —— dt = [arctan {]* :7_(_7):7'

/1 211 /1752-1-1 [arctan t]- 4 1 1 5

o0 ea:
4. —_—d
/oo 2 _3er 13"
Resenti:

Substituce t = e*. Pak

/00 1 & /00 1 & [ 2 . 2t — 31
- — B — = | —=arctan
0 t2—3t+3 0 (t_%)2+§ \/g \/g 0

iy
5. / sin® x cos® z dz
0
ResSeni:

Nejprve upravme na
s ™ 1
/ sin? z cos? z dz = / —sin?(2z) dz
0 0 4

Po substituci ¢t = 2z mame

27 27 2
1., 1 1 1 7
/0 5 sin (t)dt /0 16( cos(2t)) dt {16 (t 5 sin( t)ﬂo S

us
I
6. / v cosz — cosd zdzx
0
T

Reseni: Protoze jsme na (0, Z)’ muzeme psat

s s us
I I I
/ Veosz — cosPxdr = / Vieoszy/1—cos? zdr = / Veosz|sinz| dx
0 0 0
s
Z .
= Vveoszsinz dz
0

Substituce t = cos x:

V2/2 B £3/2 ! 2 NG
()
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1
7./ 22e *dx
1

Resenti:
Aplikujeme per partes
1 1
/_1 z'e " dw = [73326_1]171 B /_1 —2we " dw = [73326—93]171 + [*2556_%]171 N /_
= [_372@736]1_1 + [-2.’]36796]1_1 + [—2679”]_1

:—6714-6—2671—26—26714-26:6—?
e

1
8. / arccos 2x dx
0

Resent:
Substituce z = cost, pak dz = —sintdt a

™

2,
t“sint dt
0

Dvakrat per partes:

™

2 us z 2
—/ —2tcostdt = [tzcost]g + [2tsint]] —/ 2sintdt

/2 t2sintdt = [t2 cos t]
0 0

0

[=RNTE]

+ [2tsint)g + [2cost]g =0—0+7—0+0—-2=7—2

[=RNTE]

= [t2 cos t]

1
9. / zarcsin z dx
0

Reseni: Substituce z = sint, dz = costdt:

s

jus jus 1 1 jus
/2 tsintcostdt = /2 t§ sin(2t) dt = 1 /2 2t sin(2t) dt

0 0 0

s
/ usin v du
0

Substituce u = 2t, du = 2dt

| =

Per partes

1 e 1 4 1 - 1 . - 1
= g[_UCOSU]o + 8/, cosudu = g[—ucosu]o + g[s.mu]o =57
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1
10. / 22V/1 — 22 dx
0
Reseni:
Substituce z = sint, dx = costdt:

s

2
/ sin® t cos® t dt = /
0 0

Substituce u = 2t, du = 2dt:

Wl

B~ =
0
&,

n?(2t) dt

/07r é sin? (1) du = /07r ésing(u) dt = /OW 1%(1 _ cos(2u)) dt = [116 <t _ ;sin(Qu)>]

1
=—7

16
1

11. / \/x+1dm
0 X

Reseni:
Substituce t = ,/iié, pak = = t2 a dr = (tj_zf)Q d¢:

/°°t2f gt
va (2 —1)?

Rozklad na parcidlni zlomky

1 /> 1 1 -1 1 1
=2/ + + + S dt = 2[ln|t—1] nft4+1] - = -

st—1  (t—12 t+1 " (t+1)

_1[ln|t1]_ 11 ]"O_ 1 ﬁ—l 11
2+l -1 t41]) 4 f+1 V21 V241

V2+1
= |l "= +2xf
( V2 -
Podminky véty o substituci: f(z) = /2, w(t) = ﬁ Interval (a, )

(v2,00), (a,b) = (0,1). Plati w((e,B)) = (a,b) a navic o' = @2__72{)2 # 0 na

celém (a, ).

(Plyne z: obrdzku https://www.geogebra.org/calculator/cb3k7uxu)

1 -2
12./ 1/ de
g ¢V x—4

Reseni:

; R o _ —4t242
Substituce: t = /=7, v = -3, dv = (1

1

1
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https://www.geogebra.org/calculator/cb3k7uxu

> (1—t%)? 4t [ 4 [ 42
| Caryta = o= @ —vaervar

Rozkladem na parcidlni zlomky

> 1 1 1 1
/1 8 (Vat+1) +8(\/§t+1)2+8(ﬁt—1) +8(\/§t_1)2dt

Po integraci

[ ! In |v2t + 1| + ! In |v2t — 1| ! 1 ! L
8v2 8v2 8V2V2t+1 8V/2V2t—1],

BT [ SR SR B >
C18V2 V2L 8V2V2E 1 8V2V2E— 1,

1 1|\/§f1|_ 1
sV2\ V2+1 V24l Va-1

1 V241
—8\/5(1 N +2f>

Podminky véty o substituci: f(z) = %,/g%i, w(t) = 7;”2;2. Interval (o, B) =
(1,00), (a,b) = (4,00). Plati w((a, B)) = (a,b) a navic ' = =i tg > # 0 na celém
(a, B).

(Plyne z:

4242 —At2+ 4 -2 )
t) = = =4
wit) = —p 11— T1oe ttiw

coz uz lze na¢rtnout: https://www.geogebra.org/calculator/cb3k7uxu)

4m
d
13. / ac. dx
o cosx+2sinx+3

ResSeni:

Protoze funkce je 27 periodickd, muzeme psat

4m dz 3 dr
. dz = - dx
o cosz+2sinx+3 _p cosx +2sinz + 3

Coz rozepiSeme na

s dx T dz s dx
- dz = : da+ - dz
_x Cosx + 2sinx + 3 _pcosx+2sinx + 3 - cosx+2sinx 43
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https://www.geogebra.org/calculator/cb3k7uxu

Na intervalech (—m,7) a (7, 37) pak muzeme substituovat ¢ = tan Z. Po aplikaci

5
vzorcu dostaneme

T dz & 2 e 2
- dox = ——dt = —dt
_pcosx + 2sinx + 3 oo 22+ 4t 44 oo 212+ 4t + 4

o0 1
N / g1 &= larctan ¢+ D% =7

Na intervalu (m, 37) dostaneme stejny vysledek, celkem tedy mame

3 d
/ x. dz = 27.
_x cosz +2sinz + 3

Podminky véty o substituci: f(t) = m, w(r) = tan §. Interval (a,B) =
(—m,m), (a,b) = (—00,00). Plati w((e,B)) = (a,b) a navic w’ = 5—5+ # 0 na

2cos? §
celém (a, ).

Pro interval (—, 37) analogicky.

" /dx
0 l—i-tgac

Reseni:

Substituujeme za t = tan x. Dostaneme

o 1 © 1 1 t-1 © 11 2 11
— _dt= — = t= — - += dt
o (I+t)(1+1t2) o 14+t 2(1+1¢2) o L+t 4(1+82) 21+

11|1+t| 11(1&2+1)+1 t too

= |z - = —arcta

211 4Il 21‘ 11 .
1. (1+1)? *

:[4111 e +2arctant]0 =1

Podminky véty o substituci: f(t) = m, w(x) = tan z. Interval (o, ) =
(0,2), (a,b) = (0,00). Plat{ w((e, 3)) = (a,b) a navic w’ = —L— # 0 na celém

(0[75) Cos“ x
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e Soucet konvergentnich fad (1) a (2) je konvergentni fada, tedy fada

isinn—kﬁcosn i Sinn+cosn I . 3)
= onverguje.
n n vn &

n=1 n=1
e Protoze posloupnost cos % je omezend a rostouci (odtvodnéte podrobné!), konverguje podle
Abelova kritéria (s vyuzitim znalosti (3)) i fada

[e.o]

sinn + y/ncosn 1
E \F - cos —.
n n

n=1

Zavér: rada konverguje.

Priklad 3 : Pouzijeme substituci tg § =t na intervalu (—=, 7). Potom mame

_ 2t 1t q 2
sing = —— CosT = —— r=-——=dt.
142 1412 1+ t2
Tato substituce pfevede uvazovany integral na
o0 t2 3
/ - dt. .
oo B2+t +2)
Integrand rozlozime na parcialni zlomky
2 +3 t+1 1—t

E+1)@+i+2) Btite 2+l

Standardni integraci racionalnich zlomkd pak dostaneme

t1 1t el 1 2%+1\ 1.
dt = —log(t“+t4+2)+——=arctg | ——— | —=log(t°+1 tgt R.
/<t2+t+2+t2+1> 20g( —l——i—)—i—\ﬁarcg( NG ) 2og( +1)+arctg na

Pak mame
/°° t2+3 & [11 <t2+t+2>+ 1 . <2t+1>+ . tr
= | = 10, —_——— —= arc E— arc
BT DB 12 2 %\ Ty N AR AN .

1
=7n|ll+—%=].
( VT )
Poznamka: Pozor! Rovnost

< t+1 1-t © ¢+ 1t
/ <2 L. )dt:/ 2+dt+/ ——dt
Lo \E2FE+2 2+ Coo B2t 2 o 2+1

neplati, nebot integraly na pravé strané neexistuji.

Priklad 4 : Integrand f(z) = tg®zsin’ z je spojity a kladny na intervalu (0,7/2) pro kazdé
o, B € R. Integral tedy [/ /2 f tedy konverguje, pravé kdyz konverguji integraly foﬂ/ ‘fa f:/ 42 f.

e Integral foﬁ/ 4 f. Pro srovnani pouzijeme kladnou a spojitou funkci g(z) = x**° definova-
nou na (0, 7/4]. Plati lim, .o+ f(z)/g(x) = 1, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria foﬂ/4 f

konverguje, pravé kdyz konverguje integral fow/ * 798 4. Posledni integral konverguje, pravé kdyz
a+ 0> —1.



1%

tedy i
1 1
lim <—log(1+>>n:0
n—oo \ N n
podle Heineho véty.

e Oznaéime f(z):=1— xlog (1 + %), potom

=1 (log(z +1) —logz) .
Podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté pro libovolné x € (0,00) existuje &, € (0,1)

takové, ze
1 1
"(x) = — <0 ro vSechna x > 0.
(@) r+1 x+¢&; P

Funkce f je tedy klesajici na intervalu (0, 00), a proto je i posloupnost a,, = f(n) klesajici.

Zavér: fada konverguje podle Dirichletova kritéria.

Poznamka: Monotonii funkce mizeme zdivodnit i takto. Plati

1/ 1
f (x):ma € (0,00).

Funkce f’ je tedy rostouci na (0,00) a lim,_,+ f/'(z) = 0. Odtud plyne, Ze f’ je zdpornd na (0, c0),
a tedy f je na (0, 00) klesajici.

Pfiklad 3 : Pouzijeme substituci v2z +1=¢, tj. 2 = (t* — 1) dz = tdt. Dostaneme

I—/ V2r +1 /
a:+2 t2+3

Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime

A 412
(t2+3)2  2+3 (752+3)2

Zintegrovat t2 3 neni obtizné, primitivni funkci k funkci (G +3)2 najdeme naptiklad pomoci reku-
rentn{ formule pro integrily typu [ (:n2de1)n' Celkové dostaneme
4 12 c 4 t 2t 2 t
/ <t2+3 — (t2—|—3)2> dt = %arctg% “PEi3 %arctg%, t e R.
Tedy je
I = [4arctgt S —arctgi \/3— 51 +1—£
V3 V3 t2+3 3 V3] 18 2 3

Priklad 4 : Oznacime 5
_ log®(1+z)sin” x
fl@) = 2?(m — )3

pro z € (0, 7). Funkce f je na intervalu (0,7) kladné a spojitd. Sta¢i tedy vySetfit jeji chovani v
krajnich bodech.

Bod 0. Polozme g(x) = x(;—tfﬁ = 2°+0=2, Funkce g je na intervalu (0, 1] kladna, spojita a stan-
dardni vypocet ukazuje lim,_o; f(z)/g(z) = 773 € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho kritéria



ap = f(n), n € N, je tedy rostouci a snadno se spocte lim,,_, a,, = 0. Podle Dirichletova
kritéria tedy rada

> e —1
Z log (e" n 1) -cosn konverguje. (1)

n=1

n o0
e Posloupnost {arctg (efﬁ)} . je monoténni a omezend (monotonii lze opét dostat na-
n=

priklad zderivovanim pfislusné funkce, omezenost plyne z toho, Ze posloupnost ma vlastni
limitu — jakou?). Podle Abelova kritéria a (1) tedy fada

o0
Z arctg <
n=1

n_1
> -log (6 > -cosn konverguje. (2)

en
er+1 e +1

Poznamka. Rada dokonce konverguje absolutné, coz byl jiny (otézkou je, jestli jednodussi)
zplsob, jak zjistit jeji konvergenci. Pro vSechna n € N totiz plati:

e” e —1 T e —1 T e"+1
arctg (e”+1> -log <e”+ 1> -cosn| < 5 log <€n+ 1)‘ = Elog <€n — 1) (3)
a dale
log (54) log (1+27) 2
lim ——5—2 = lim A | (4)
n—o0o = n—oo Yoy =

(spoctéte peclivé). Pouzijte dale skutecnost, ze fada > - | 6% konverguje (napiiklad podle podilo-

vého kritéria). Vysledek pak da limitni srovnévaci a srovnavaci kritérium s pouzitim (3) a (4).

Priklad 3 : PouZijeme substituci e* = y, e* dz = dy. Dostaneme

00 e3z oo yz
I:= / 5 5 do = / 5 5 dy.
—oo (€7 +2)%(e” + 1) o (W+272(+1)
Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime

y? 4 4 1 4

+ + - .
(+2)2w+1)2 (y+2)? y+2 w+1)? y+1

Pak dostavame

o0

4 1
I= [— +4log(y +2) — —— —4log(y + 1)}

y+2 y+1 0

4 1 2\1°°
- [——+4log<y+ﬂ =3 —4log2.
y+2 y+1 y+1/],

Priklad 4 : Oznacéime
o sin? ()
(1—z)*
pro x € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladnd a spojitd. Staci tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

f(z) = (arcsinz — x)



