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Algoritmus

1. Zkontrolujeme stupné polynomu, piipadné podélime
2. Zkontrolujeme, zda nejdou rozlozit kvadratické trojcleny
3. Rozlozime na parcidlni zlomky

4. Zintegrujeme

Priklady
Urcete primitivni funkci k danym funkcim:

(x4 1)(x+2)(x+3)

Reseni:

L f(z) =

Budeme hledat rozklad ve tvaru

x A . B n C
(x+1D)(z+2)(z+3) z+1 z+2 z+3

Prendsobenim dostaneme vztah

r=Ax+2)(zr+3)+Blx+1)(z+3)+Cz+1)(z+2)

Dosad'me nyni postupné za x = —1, —2, —3. Obdrzime tak, Ze
1
—1=24 = A= —3
—-2=-B = B=2
3
—-3=2C = C= —5

Odtud tedy vyplyva, ze

/ ° do= [ 221 g +/ ary [ 21
D@+t ") 2a+1 T ) 2 r2™ 2 243

(z +2)*
@+ )@ +3)

1 3 1
g—iln]:v+1\—|—21n\:v+2|—§ln|a§—|—3|:§1n
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T
-1

2. =
f@) =
Resent:
Plati, ze 23 — 1 = (x — 1)(2® + = + 1), piicemz druhy ¢len jiz nema redlné kofeny.
Rozklad tedy hledame ve tvaru

r A N Bx +C
w—-1 xz—1 224z+1

Pfendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
r=A@*+z+1)+ Bz +C)(z—1)

dosazenim = = 1 dostaneme, Zze A = % Zpétnym dosazenim a roznasobenim
dostaneme, ze

(koeficienty u z2). Rozklad

odkud vyplyva, ze C = % (absolutni ¢leny) a B = —%

ma tedy tvar
T 1 1 1 z—-1

B3—-1 3z-1 3224+z2+1

1 1 c1
- de € -z -1
/33:—1 v=ghnfz—1|
1 _
/l‘ldx:/lhﬂdx_/lldx_g
3x2+x+1 6x2+x+1 2x24+x+1

1 1 2 1
A In(z? + x + 1) — —arctan vt

V3 V3

Plati, ze

Odtud vyplyva:

. ) 1 2 + 1
/363:”_1 dz € gz —1] —gln(x2+x+1)+%amtan ai/g
2 +1
3. =
Reseni:

Mohli bychom provést déleni, k nalezeni prvniho kroku rozkladu ale vede snazsi
cesta
23 +1 (9:3—5332+633)+5x2—6x+1_1+53:2—63:+1_

x3 —5x2 + 6 3 — 522 + 61 N 3 —5x2 + 6
Nyni uz méme na pravé strané podil polynomu, kde stupen citatele je mensi
nez stupen jmenovatele, a muzeme tedy pouzit standardni algoritmus. Nejprve
rozlozime jmenovatel na kofenové Cinitele a poté hleddame rozklad ve tvaru

522 — 6z + 1 A B C

+x(a:—2)(a:—3) +x+x—2+x—3
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Pfenasobenim jmenovatelem dostaneme rovnici
522 — 6z + 1= A(x — 2)(z — 3) + Bz(z — 3) + Cx(z — 2)

Postupnym dosazenim x = 0, x = 2 a x = 3 dostaneme, ze

1=6A — A:%

9=-2B = B:—g

2
45-184+1=3C = 0238

Odtud vyplyva, ze

41 A B 1 2
/Hdaj:/<1+—|— + ¢ ) dxgx—i—gln|x|—%ln|x—2|—|—?8ln\x—3|
T

x3 — 5x? 4 6z r—2 x-—3
4
x
4 flz)= — L
/(@) zt + 522 +4
Reseni:
Plati, ze
ot (o +52? +4)—ba? -4 Szt 44 522 + 4
24+ 522 +4 xt + 522 4+4 x24T (224 1)(22 +4)

Obecné bychom méli hledat rozklad ve tvaru

S5x2+4 A+ Bz C+ Dx

(x24+1)(224+4) 22+1 2+ 4

zde ale postac¢i hledat jej ve tvaru

522 + 4 A C

(22 +1)(22 +4) 22+1 T2

Je to z toho duvodu, ze ve zlomku nenf nikde pfitomno x v prvni mocniné. Mozna
bude lépe vidét, proé¢ to funguje, pokud namisto z? budeme psét t.
o5t +4 A n C
(t+1)(t+4) t+1 t+4

Poznamenejme, Ze jde o substituci do vyrazu za tcelem hledéni rozkladu, nikoliv
substituci do integralu. Substituce ndm bude uzite¢nd i v tom, ze za t 1ze dosazovat
zaporna Cisla, coz zjednodusi postup ziskdvani koeficienti A, B. Kazdopadné,
prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

Bt+4=A(t+4)+C(t+1)
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Dosazenim t = —4 a t = —1 dostaneme, ze!

~16 = —3C — C:?

—-1=34 = A:—%

Odtud tedy mame, ze
5t +4 1 1 16 1

(t+1)(t+4) 3t+1 T3y

a tedy
5a2 44 1 1 16 1

(22 +1)(22 4+ 4) 3241 3214

Nyni uz muzeme provést integraci.

4
x 11 161 1 c
/1:4+51:2+4 v /( T3ET1 3 4(93/2)2+1) v

C o+ Laret tan = 2 + Larct tan
=g+ —arctan ¥ — - - ——arctan — = x + —arctan x — —arctan —
3 3 1/2 2 3 3 2
241
5. =

f(@) (z +1)2(z — 1)

Reseni:

Rozklad budeme hledat ve tvaru

22 +1 A B C

@t 12@-1) @+1f 211 z-1

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
2 +1=A@x—1)+Blz+1)(z— 1)+ Cz + 1)

Dosazenim z = 1 a x = —1 dostaneme, ze
1

2=-2A — A=-1
Nyni dosazenim nap?. x = 0 dostaneme, zZe
1 1

l=-A-B+C = B=-A+C-1=—(-1)+ 1=

1) Poznamenejme, ze zde hleddme rozklad platny pro vdechna t redlnd. Pokud by nékdo namitl, ze
t = 22 a neni tedy mozné dosazovat zdporné ¢isla, pak na tuto namitku odpovézme, ze pokud najdeme
obecngjsi rovnost platnou pro vSechna redlng Cisla, pak jisté plati i pro v8echna neziporna realnd ¢isla
— kterd jiz 1ze psat ve tvaru druhé mocniny x.
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Odtud méame:

2+ 1 ~1 11 11
da = . - d
/(x+1)2(:v1) v /<(x+1)2+2 s+l 2 :c1> v
c 1 1 1 B
—x+1+21n|x+1|+2ln|x 1] =
6. f(z) = :
‘ T x(1+2)(1 42+ 22)

Q

1

1
“In|z® —1
P i Rl

Reseni: Kvadraticky trojélen 22 +z+1 = (x+ %)2 + % nema realné koteny. Proto
rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru

1 A n B N Cx+D
r(1+2)1+2x+22) = 1+4+z 22+z+1
Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah

1=A0+2)(1 +z+2%) +Baz(1+2+2%) + (Cz + D)z(x + 1)

Dosazenim x = 0 dostaneme, ze A = 1. Dosazenim x = —1 dostaneme, ze B = —1
Po dosazeni a roznasobeni dostaneme

l=(142)1+z+2*) —20+2+2%) + (Cz+ D)zx(z+1)

l=1+z+2°+Cr’+C2® + d2® + da
odkud vyplyva, ze D = —1 a C' = 0. Rozklad m4& tvar

1 1 1 1
r(1+2)1+2+22) = 14+ 224+x+1
Integraci dostavame
1 1 c
dx:lnx—ln1+$—/ dx =
/:U(1+:U)(1+a:+x2) =] | | (w+1)2+3
C x 4 x—i—% x 2 2+ 1
=In|——| — {/ zarctan =In — —=arctan
1+z 3 \/E l+z| V3 V3
1
. 2
7. =
/(@) (x2—3x+2>
Reseni:

Nejprve najdeme rozklad jmenovatele. Plati, ze

2 —3x+2=(r—1)(z—2)
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Hleddme tedy rozklad vyrazu

132

(@ — D)2z —2)°

Ten je potfeba obecné hledat ve tvaru

z? 4 B C D
(x—1)2(x—-2)2 (z-12 2-1 (x—-2)2 -2

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
2= Az -2+ Bz —1)(z -2 +C(x— 1) + D(z — 2)(z — 1)*
Dosazenim z = 1 a x = 2 dostaneme, Ze
1= A, 4=C

Zbylé koeficienty B, D urc¢ime dosazenim dvou libovolnych hodnot, tfeba z =0 a
x = 3. Dostaneme, zZe

0=4A—-4B+C—-2D=4—-4B+4—-2D = —8=—-4B—-2D

9=A+2B+4C+4D=1+2B+16+4D — —8=2B+4D
Odtud snadno vyplyva, ze D = —4 a B = 4. Odtud vyplyva:

/<x2—?§$+2>2d$:/<(fc—11)2+mi1+(x_42)2_gj2> do <

C 1 r—2+4(x—1) x—1
e iAm|r-1-—— —4ln|z—2[ = — 41 -
pra L A Bt A By prae 3y prom ] e

or — 6 x—1
- + 41
x2—3x+2+ nx—2‘
1
8. =
f(@) 23+ 1
Reseni:

Platf, ze 23 +1 = (z+1)(z? =2+ 1) = (z+ 1)((z — 3)* + 3). Druhy kvadraticky
trojclen tedy nema redlné koreny, rozklad tedy hledame ve tvaru

1 A n Br+C
W+l x+1 22—z+1

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah

1=A@* -2 +1)+ (Bx+C)(z +1)
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dosazenim x = —1 dostaneme, ze A = % Roznésobenim pak dostaneme
1
1= g(a:Q—x+1)+B:z2+B:1;+C$+C'

odkud ihned vyplyva, ze C = % (porovnéni koeficientu absolutnich ¢lenu) a B =
—% (porovnani koeficientit u druhé mocniny z). Rozklad mé tedy tvar

1 11 1 z-2
$3+1 3z+1 322—z+1
Plati, ze
1 1 c1
- dz = =1 1
/3x+1 v=ghlz+]
1 z-2 1 2z-1 1 1 c
/3x2—x+1 o /6x2—x+1 o /2x2—x+1 o
cl. 1 2z — 1
= —In(xz* —x+1) — —arctan
Odkud vyplyva, ze
20 —1

1 1 1 1
/x3+1dxggln|x+1]—61n(x2—m+1)+\/garctan 7
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