5. cviceni

Piiklady

1. (a)

[e.9]

DBCVRCERSY

n=1
Reseni: Otestujeme limitu

lim V3—-1=lim ¥V3—lim1=1-1=0.

n—o0 n—o0 n—00
Je vidét, ze posloupnost je nerostouci, tedy z Leibnize fada konverguje,
= 1
—1)F—
Z( ) Ink
k=

2

Reseni: Rada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot ﬁ LmiaNyG) Posloup-l

nost — je zjevné nerostouci.
Ink

20 +3n+4
e
3n® + 2

n=1
Reseni: Rada nespliuje nutnou podminku konvergence

N2 +3n+4 2
lim ———— =240
dm i —370

tedy tada diverguje.

2 (V'

n=1

Reseni: Oznacme b, = nQLH Zjevné je lim,, nQLH = 0. Abychom ukazali
monoténnost, uvazujme funkei f(z) = 5. Jejf derivace je:
—x?+2
fla)=——.
(224 2)

Tedy plati, ze f'(z) < 0 pro x > /2. Odtud mame, Ze posloupnost b, je klesajici
pron > 2.

Rada pak konverguje z Leibnizova kritéria.
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(a) i Cos <ng> arccot (n)

ReSeni: Polozme a, = cos (ng) a b, = arccot n. Pak 22021 a, ma omezené

castecné soucty (bereme jako fakt). Posloupnost b, je monoténni a navic lim,, o b, =}

0. Z Dirichletova kritéria pak rada Z cos (n%) arccot (n) konverguje.
n=1
(b)
=< cos 2k

Ink

Reseni:
Neabsolutné fada konverguje z Dirichleta, neb cos2k ma omezené Castecné
soucty a 1/Ink — 0.

(=D
@5
k=0
Reseni: 7 Leibnize konverguje, neb 1 /k — 0 a navic je monoténni.

()

2
pr ko kE2+1
Reseni: Podle Leibnizova kritéria konverguje fada Ym0 % Nésledné podle
Abela konverguje také > 7 %kf—il, nebot posloupnost kf—il je monoténni a
omezena:
]432
0< <1
T R24+1 T
a
ag S ak}+17
protoze

k? < (k+1)?
241~ (k+1)2+1
E?(k? + 2k +2) < (K* + 1)(k* + 2k + 1)
E* 4 2K 4+ 2% < k* +2k3 +2k% + 2k + 1
0<2k+1

(e) Uzijte faktu 2sin*k = 1 — cos 2k

= sin’k
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Reseni: Pomoci faktu vyse piseme

o0

3

l\DI»—
wl»—
[\'JIH

k=1

ki

Prvni fada diverguje, druhd konverguje z Dirichleta (a faktu). Tedy soucet
Vpravo je dobte definovan a tada diverguje.

arctan n
E sm

k=1

sinn

Reseni: Z Dirichleta konverguje fada Z . 7 Abela pak ,pftilepime* ¢len

n=1
arctan n, ktery je omezeny 1 a monoténni.

=\ sin (n+2)
Z In(lnn)

n=2

n

Reseni:

Ze souctovych vzorcu mame

. 1 . 1 1
sin{n-+ — ] =smncos— 4+ cosnsin —.
n n n

. sinn
Rada E ——— pak konverguje z Dirichletova kritéria, nebot > °7 ., sinn m4
— In(Inn) P vergue 2 v ’ n=1

omezené castecné soucty a Jde monoténné k 0.

In (1

Protoze cos< je omezend |cos%| < 1 a jde monoténné do 1 (plyne napt. z

L . o > sinn cos +

nacrtku funkce cosx), tak konverguje z Abela i fada —_—n
In(Inn)

00 |
cosn s —

“~ In(Inn)
A protoze soucet dvou konvergentnich fad je konvergentni, konverguje i puvodni

fada Z Sln(rn——i_n)

In(lnn)

Analogicky se ukaze, ze konverguje i rada

n=2
= n 1
—1)" in =
;( ) el (n)
Resent:
1 . . - !
Nebot sin i jde monoténné do 0 (jde vidét z grafu), tak fada Z(—l)” sin —
n
n=1

konverguje z Leibnize.



Jelikoz pak 75 je omezena a rostouct (mozno ukdzat derivaci), tak z Abela

- 1
konverguje i rada Z(—l)” " sin <—)

- n-+1 n
0 2k + 10\
—1)k
20 (55

Reseni: Rada konverguje absolutné podle odmocninového kritéria, nebot

2k+10 2
lim </ = i =— < 1.
k1—>I£lo k| kl—>nolo 3k +1 3 =

n+1

= (~1
Z( T)L P

n=1

Reseni: Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle limitntho podilového kritéria,

nebot
[(=1)" 2| |z|"*!

n+1 : ‘Z’

lim = lim —
1n+1

[ERIER =<1

n
Pro |z| > 1 diverguje, nebot limita koeficientti bud neexistuje nebo nenf nulova.
Pro z = 1 fada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutné), nebot
posloupnost {%} je monoténni a konverguje k nule.
Pro z = —1 fada diverguje, nebot W
ickd s minusem.

= —1/naftada y —% je harmon-

Z(_l)k2k2+3k+4
2k + 3

o)
k=1

Reseni: Plati, ze (pro k > 4)

k2k2+3k:+4‘_2k:2+3k:+4_ 12+ 3/k+4/k? P

(=1) 2k4 + 3 -

2k4 +3 2 2+43/k4 Tk 2 kY
Tento odhad dava absolutni konvergenci nasi rady pomoci srovnavaciho kritéria.
(@) .
Z cos(k*T) (\/k:——i—Q — \/E>
k=1
Reseni: Plati, ze k? je liché, prave kdyz k je liché. Proto

cos(k*m) = cos(kr) = (—1)F.
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Dale je

9 9
\/k+9—\/_=m2ﬁ.

Z téchto vypoctu je ziejmé, ze fada absolutné konvergovat nemuze (fada \%

neni konvergentni), ale konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria.

—1\k
P 2k + (—1)
Reseni:

1
2k+( 1)k = 2k—1"

Absolutni konvergence je vyloucena odhadem
fada konverguje neabsolutné.

Leibnizovo kritérium lze pouzit pfimo, protoze nerovnosti

2k+1 < 2(k+1)—1, 2k—1<2(k+1)+1 =

Ukazeme, ze

1

jsou pravdivé.

Reseni:
Upravime nyni ¢len fady na tvar

- )kk:sink _ (_Uksink' k>
k241 ko k2+1

kslnk

Dokazeme-li nyni konvergenci fady ), (—1)

1
>
2k + (—1)F = 2(k+ 1)+

(—D’““I

, pak, vzhledem k tomu, ze posloup-

2 . . o , R TI
nost {kf—ﬂ} je evidentné omezend (ma 11m1tu) a monoténni, z Abelova kritéria bude

vyplyvat také neabsolutni konvergence vysettované rady.

Nyni pouzijeme triku rozdéleni fady na dveé, na fadu sudych a lichych ¢lent.

Mg

sink 2 sin k sin k
D D i S eV

k=1 k=1,35,... k=2,4,6,...

coz po uprave dava

M8
?‘
ELJ
5
e
-~

wM
@
5
?r
@
5
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k=1




D.

Z nésledujici poznamky plyne, ze pokud dokazeme konvergenci fad na pravé strane,
pak konverguje také fada na strané levé a rovnost s otaznikem plati.

Avsak konvergence obou tad na pravé strané plyne z Dirichletova kritéria. Protoze

£ — 0 monoténné, staci ovéfit stejnou omezenost ¢dstecnych souctu fad >, sink

sCitanych ptes sudé a liché ¢leny.

Rada >, sinkzr ma totiz omezené ¢astecné soucty pro vsechna z € R. Polozenim
= 2 tedy zjistujeme, ze fada >, sin(2k) = >, _,, sink md omezené Cdstecné

soucty. A protoze

N N N N N
E sink| = g sink — E sink| < g sin k| + g sin k
k=1,35,... k=1 k=2,46,... k=1 k=2,46,...

a obé fady napravo maji stejné omezené ¢astecné soucty, plyne odtud stejnéd omezenostj
¢astecnych souctu i pro radu lichych clenu.

Tim je neabsolutni konvergence vysettované fady dokazana.

(a) nh_g)lo CLZH =1la) * a, konverguje.

Reseni:

a, = —=
n n2

(b) lim il _ 14 >0 | an diverguje.

n—oo an
Reseni:

Cln:ﬁ

(c) limsup Il S 1a > | an konverguje.

n
Reseni:

Liché ¢leny budou agr_; = ( sudé pak

@nz» sudé pak budou agy = ¢
budou

2kl 2k 12’



