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Teorie

Véta 1 (Leibniz). Necht {b,} je monoténni posloupnost, kterd konverguje k 0. Pak
fada )2 ,(—1)"b, konverguje.

Véta 2 (Abelovo-Dirichletovo kritérium). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, pfi¢emz
{b,} je monoténni. Necht je navic splnéna alespon jedna z nésledujicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} je omezena a fada ) .-, a,, konverguje,
(D) limb,, = 0 a posloupnost ¢asteénych souctu fady > .-, a, je omezena.
Pak fada > 7, a,b, konverguje.

Véta 3 (Abelovo kritérium 2). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, pficemz {b,} je
monoténni. Necht navic posloupnost {b,} je omezena a lim,_,, b, # 0. Pak fada
>0 | an konverguje pravé kdyz konverguje fada 7 | anby.

Fakta

Prvni fakt o ,,goniometrickych® fadach. Rady

o0 o0
Z sin kz, Z cos kx
k=1 k=1

sice diverguji (mimo x = 0 modulo 27 u sinové fady), ale maji stejné omezené casteéné
soucty pro:

o0 o

Zsin kx, x€R, Z coskx, x€R\{2km kecZ}

k=1 k=1

Druhy fakt o ,,goniometrickych® fadich. Rady

oo . o0
sin kx cos kx

ko k>
k=1 k=1

konverguji absolutné pro o > 1. Sinova fada konverguje neabsolutné pro 0 < o <1
pro vSechna x € R, absolutné vsak pouze pro x = 2nw, kde n je celé ¢islo (pak je rada
nulovd). Kosinova fada konverguje neabsolutné pro = € R ruznd od 2nm, kde n je celé
¢islo, pro x = 2n7 diverguje. Pro a < 0 fady vzdy diverguji.

Specidlné fady ), [sink|/k a ), | cosk|/k diverguji.
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Hinty
cos(nm) = (=1)"
2sin? k = 1 — cos 2k, 2cos? k =1+ cos 2k

sin(a 4+ b) = sinacosb + cosasinb
Poznamky 4. Algoritmus:

1. Rychle zkoukneme, jestli fada spliuje nutnou podminku.

2. Odhadneme, jestli by nemohla byt absolutné konvergentni. Pokud ano, testujeme
Z |an| kritérii pro nezaporné fady. Neabsolutni konvergence pak vyplyne.

3. Na AK to nevypada, tedy:
(a) Je to (—1)"by, kde b, jde k 0 monoténné? — Leibniz. Monotonii poctivé
ovérime:
i. Jak vypadd an+1 — an, nebo ap41/an,?
ii. Prevedeme b,, na funkci a zderivujeme - zjistime, kde roste a klesa.

(b) Je tam sin na nebo cos nx krét by, kterd jde monoténné k 07 Dirichlet. Poctivé
ovéfime monotonii (jako u Leibnize).

(c) Je tam konvergujici fada krat néco omezeného? Zkusime Abela. Opét ovérime
monotonii.
4. Kritéria jde i kombinovat. Je tam sin na krat néco jdouci k 0 krat néco omezeného?
Dirichlet a pak slepit Abelem. A pofdd ovéiujeme podminky.

5. Varovéni: Vime, ze ) sin(nz) a ) cos(nz) ma omezené ¢astecné soucty. O vyrazech
sin?n, cos(n 4 2) nebo sin n? nevime nic a musime je prve upravit.
Priklady
1. Urcete, zda nésledujici fady konverguji (neabsolutné).
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n2—|—2

2. Urcete, zda nésledujici fady konverguji (neabsolutné):

o0

(a) cos (ng> arccot (n) (b) i C‘frsl ik
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3. Rozhodnéte o neabsolutni i absolutni konvergenci nésledujicich fad (v zavislosti
na parametru z € R).

(a) i(—l)k <2k + 10>k (d) icos(k%r) (\/m — \/E>
k=1

2 3k + 1 .
X 1\yn+l 00
Ob> CU @2 5 k(;(l)_i)k
n= k=2
= 2k% 4+ 3k + 4
© 2 V5

= ksink
4. —1)*
Z( ) k241
k=1
5. Zkonstruujte kladnou posloupnost a, tak, ze

. An+1
(a) lim —=F
n—00 Ay,

(b) nh_)rgo CLZH =1la) 2, a, divergyje.
n

=1a) ., a, konverguje.

(¢) limsup fnt1

>1a) 2, a, konverguje.
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