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Teorie

Věta 1 (Leibniz). Necht’ {bn} je monotónńı posloupnost, která konverguje k 0. Pak
řada

∑∞
n=1(−1)nbn konverguje.

Věta 2 (Abelovo-Dirichletovo kritérium). Necht’ {an} a {bn} jsou posloupnosti, přičemž
{bn} je monotónńı. Necht’ je nav́ıc splněna alespoň jedna z následuj́ıćıch dvou podmı́nek:

(A) posloupnost {bn} je omezená a řada
∑∞

n=1 an konverguje,

(D) lim bn = 0 a posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 an je omezená.

Pak řada
∑∞

n=1 anbn konverguje.

Věta 3 (Abelovo kritérium 2). Necht’ {an} a {bn} jsou posloupnosti, přičemž {bn} je
monotónńı. Necht’ nav́ıc posloupnost {bn} je omezená a limn→∞ bn 6= 0. Pak řada∑∞

n=1 an konverguje právě když konverguje řada
∑∞

n=1 anbn.

Fakta

Prvńı fakt o
”
goniometrických“ řadách. Řady

∞∑
k=1

sin kx,
∞∑
k=1

cos kx

sice diverguj́ı (mimo x = 0 modulo 2π u sinové řady), ale maj́ı stejně omezené částečné
součty pro:

∞∑
k=1

sin kx, x ∈ R,
∞∑
k=1

cos kx, x ∈ R \ {2kπ, k ∈ Z}

Druhý fakt o
”
goniometrických“ řadách. Řady

∞∑
k=1

sin kx

kα
,

∞∑
k=1

cos kx

kα

konverguj́ı absolutně pro α > 1. Sinová řada konverguje neabsolutně pro 0 < α ≤ 1
pro všechna x ∈ R, absolutně však pouze pro x = 2nπ, kde n je celé č́ıslo (pak je řada
nulová). Kosinová řada konverguje neabsolutně pro x ∈ R r̊uzná od 2nπ, kde n je celé
č́ıslo, pro x = 2nπ diverguje. Pro α ≤ 0 řady vždy diverguj́ı.

Speciálně řady
∑

k | sin k|/k a
∑

k | cos k|/k diverguj́ı.
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Hinty

cos(nπ) = (−1)n

2 sin2 k = 1− cos 2k, 2 cos2 k = 1 + cos 2k

sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

Poznámky 4. Algoritmus:

1. Rychle zkoukneme, jestli řada splňuje nutnou podmı́nku.

2. Odhadneme, jestli by nemohla být absolutně konvergentńı. Pokud ano, testujeme∑
|an| kritérii pro nezáporné řady. Neabsolutńı konvergence pak vyplyne.

3. Na AK to nevypadá, tedy:

(a) Je to (−1)nbn, kde bn jde k 0 monotónně? → Leibniz. Monotonii poctivě
ověř́ıme:

i. Jak vypadá an+1 − an nebo an+1/an?

ii. Převedeme bn na funkci a zderivujeme - zjist́ıme, kde roste a klesá.

(b) Je tam sinnx nebo cosnx krát bn, která jde monotónně k 0? Dirichlet. Poctivě
ověř́ıme monotonii (jako u Leibnize).

(c) Je tam konverguj́ıćı řada krát něco omezeného? Zkuśıme Abela. Opět ověř́ıme
monotonii.

4. Kritéria jde i kombinovat. Je tam sinnx krát něco jdoućı k 0 krát něco omezeného?
Dirichlet a pak slepit Abelem. A pořád ověřujeme podmı́nky.

5. Varováńı: Vı́me, že
∑

sin(nx) a
∑

cos(nx) má omezené částečné součty. O výrazech
sin2 n, cos(n+ 2) nebo sinn2 nev́ıme nic a muśıme je prve upravit.

Př́ıklady

1. Určete, zda následuj́ıćı řady konverguj́ı (neabsolutně).

(a)
∞∑
n=1

(−1)n(
n
√

3− 1)

(b)
∞∑
k=2

(−1)k
1

ln k

(c)
∞∑
n=1

(−1)n
2n2 + 3n+ 4

3n2 + 2

(d)

∞∑
n=1

(−1)n
n

n2 + 2

2. Určete, zda následuj́ıćı řady konverguj́ı (neabsolutně):

(a)
∞∑
n=1

cos
(
n
π

2

)
arccot (n) (b)

∞∑
k=2

cos 2k

ln k
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(c)
∞∑
k=1

(−1)k

k

(d)
∞∑
k=1

(−1)k

k

k2

k2 + 1

(e)
∞∑
k=1

sin2 k

k

(f)
∞∑
n=1

sin(n)
arctan n

n

(g)
∞∑
n=2

sin
(
n+ 1

n

)
ln(lnn)

(h)

∞∑
n=1

(−1)n
n

n+ 1
sin

(
1

n

)

3. Rozhodněte o neabsolutńı i absolutńı konvergenci následuj́ıćıch řad (v závislosti
na parametru x ∈ R).

(a)
∞∑
k=1

(−1)k
(

2k + 10

3k + 1

)k
(b)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn

(c)
∞∑
k=1

(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3

(d)

∞∑
k=1

cos(k2π)
(√

k + 9−
√
k
)

(e)
∞∑
k=2

(−1)k

2k + (−1)k

4.
∞∑
k=1

(−1)k
k sin k

k2 + 1

5. Zkonstruujte kladnou posloupnost an tak, že

(a) lim
n→∞

an+1

an
= 1 a

∑∞
n=1 an konverguje.

(b) lim
n→∞

an+1

an
= 1 a

∑∞
n=1 an diverguje.

(c) lim sup
an+1

an
> 1 a

∑∞
n=1 an konverguje.

(2d)LeibnizapakAbel.
(2e)2sin2k=1−cos2k
(2f)Vyřešteprve∑sinn

n

(2g)Užijtesoučtovévzorceprosin(a+b)(2h)Vyřešteprve∑(−1)nsin
1
n

(3d)Rozepǐsteprvńıchpárčlen̊ucos(k2π).

(4)Rozepǐstena
sink
k·

k
2

k2+1,použijteAbela.Kekonvergenci∑∞
k=0

sink
kužijteDirichletaaroztržeńına

sudéalichéčleny.
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