
4. cvičeńı
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyukaMA2.php

1. (a)
∞∑
n=1

n2

2n

Řešeńı: Užijeme pod́ılové kritérium.

lim
n→∞

(n + 1)2

2 · 2n
2n

n2
= lim

n→∞

1

2

n2 + 2n + 1

n2
=

1

2
.

1/2 < 1, tedy řada konverguje.

(b)
∞∑
n=1

6n

22n + 32n

Řešeńı: Použijeme odmocninové kritérium

lim sup
n→∞

n

√
6n

22n + 32n
= lim sup

n→∞

6
n
√

4n + 9n
≤ lim sup

n→∞

6
n
√

9n
=

6

9
=

2

3
< 1,

tedy řada konverguje.

(c)
∞∑
n=1

(n!)2

2n2

Řešeńı: Použijeme pod́ılové kritérium.

lim
n→∞

((n + 1)!)2

2(n+1)2

2n
2

(n!)2
= lim

n→∞

(n + 1)2

22n+1
= 0.

Řada konverguje.

(d)
∞∑
k=1

(
2 + (−1)k

7

)k

Použijeme zobecněné odmocninové kritérium. Je

lim sup
k→∞

k
√
ak = lim sup

k→∞

k

√(
2 + (−1)k

7

)k

= lim sup
k→∞

2 + (−1)k

7
≤ lim sup

k→∞

3

7
=

3

7
< 1,

(dokonce rovnost), řada tedy konverguje. Limes superior je nutno použ́ıt,
protože limita by neexistovala, zato limes superior existovat muśı.

1

 https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyukaMA2.php


(e)
∞∑
k=1

k7

2k + 3k

Řešeńı: Nejprve odhadneme k7

2k+3k
≤ k7

3k
. Řada

∑ k7

3k
konverguje podle

pod́ılového kritéria, nebot’ je

lim
k→∞

(k+1)7

3k+1

k7

3k

= lim
k→∞

1

3

(
1 +

1

k

)7

=
1

3
< 1.

Původńı řada pak konverguje podle srovnávaćıho kritéria.

(f)
∞∑
n=1

(
2n

n

)
1

5n

Řešeńı:
(
2n
n

)
= (2n)!

n!n! Pod́ılové kritérium.

lim
n→∞

(2n + 2)!n!n!5n

(n + 1)!(n + 1)!(2n)!5n+1
= lim

n→∞

(2n + 2)(2n + 1)

(n + 1)(n + 1)

1

5
= 4 · 1

5
< 1.

Tedy řada konverguje.

(g)
∞∑
n=1

(
1 + cosn

2 + cosn

)n

Řešeńı: Odmocninové kritérium, verze (a).∣∣∣∣1 + cosn

2 + cosn

∣∣∣∣ ≤ 2

3

Tuto nerovnost ověřte. Našli jsme q < 1, které omezuje posloupnost an ∀n,
tedy řada konverguje.

(h)
∞∑
n=1

(
n− 1

n + 1

)n(n−1)

Řešeńı:

Použijeme odmocninové kritérium

lim
n→∞

n

√(
n− 1

n + 1

)n(n−1)
= lim

n→∞

(
n− 1

n + 1

)n−1
= lim

n→∞

(
1 +

−2

n + 1

)n+1−2
=

1

e2
< 1,

tedy řada konverguje.
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(i)
∞∑
n=1

n2 + 1

2n − 1

Řešeńı: Nejprve odhadneme tak, že zvětš́ıme čitatel.

n2 + 1

2n − 1
≤ n2 + n2

2n − 1
=

2n2

2n − 1

Nyńı řada
∑ n2

2n−1−1 konverguje podle kritéria, nebot’

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n + 1)2

n2

2n−1 − 1

2n − 1
= lim

n→∞

2−1 − 1/2n

1− 1/2n
=

2−1

1
=

1

2
< 1.

Pomoćı srovnávaćıho kritéria dostáváme, že p̊uvodńı řada je konvergentńı.

(j)
∞∑
n=1

1(
1 + 1

n

)n
Řešeńı:

Řada nekonverguje, nebot’

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

(1 + 1/n)n
=

1

e
6= 0.

(k)
∞∑
n=1

(
n2 − 1

n2

)(n−1)n(n+1)

Řešeńı: Použijeme odmocninové kritérium

lim
n→∞

n

√(
n2 − 1

n2

)(n−1)n(n+1)

= lim
n→∞

(
1 +
−1

n2

)n2−1

V OAL
= lim

n→∞

(
1 +
−1

n2

)n2

· lim
n→∞

(
1 +
−1

n2

)−1
=

1

e
· 1 < 1,

tedy řada konverguje.

(l)
∞∑
n=1

n
√
n!

n

Řešeńı:
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Otestujeme nejprve nutnou podmı́nku konvergence. Použijeme větu a převedeme
n-tou odmocninu na pod́ıl

lim
n→∞

n
√
n!

n
= lim

n→∞

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn

= lim
n→∞

(n + 1)nn

(n + 1)n(n + 1)
=

1

e
6= 0,

tedy řada diverguje.

2. Vyšetřete konvergenci následuj́ıćıch řad, x ∈ R:

∞∑
k=1

k4xk

Řešeńı:

Pro |x| < 1 konverguje absolutně podle pod́ılového kritéria, nebot’

lim
k→∞

(k + 1)4 · |x|k+1

k4 · |x|k
= lim

k→∞

(k + 1)4

k4
· |x| = |x| < 1.

Pokud |x| ≥ 1, nekonverguje, nebot’ lim k4|x|k = +∞, a proto neńı možné, aby
lim k4xk = 0.
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