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1. (a)

o
>
n3 +1
n=1
ResSeni: Pouzijeme limitni srovnavaci kritérium. Jako srovnavaci fadu
pouzijeme b, := 1/n o niz vime, ze diverguje. Tedy poc¢itdme limitu
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n 3
. a . 3 n
lim — = lim n1+1:hm =
n—o0 by, n—oo 4+ n—00 n3—|—1
n

Jelikoz 1 € (0,00), tak nase rada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
zvolend b,. Ta diverguje, ¢ili i zadana rada diverguje.
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S Vn2+5-Vn2+1
n=1

ResSeni: Nejprve vyraz upravime:

> = n?+5-n2—-1

3/ 2 3/ 2 — _
Vn2+5-Yn2+1=

nz_:l ,;V(n2+5)2+%n2+5)(n2+1)+V(n2+1)2
Jelikoz jsme fadu omezili jinou a navic konvergujici fadou, tak zadana rada
taktéz konverguje.
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In

Reseni: ”Odstranénim odmocniny z ¢itatele” vhodnym rozsifenim dostaneme

n=1

€/n2+5—€’/n2+1: 4
Vn %({”/(n2+5)2+\3/n2+1\3/n2+5+ {”/(n2+1)2>

Jmenovatel se tedy chovd zhruba jako n'/4 . n%/3 = n19/12 Pfesnsiji
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a podle limitniho srovnévaciho kritéria a predchoziho faktu (srovnévali jsme
s fadou ) nlg,%) fada konverguje.

o0

>

n=1

4
nA/3’
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; Vn+1v2n + 3

ResSeni: Pouzijeme limitni srovndvaci kritérium a srovnéni s fadou ) %

Protoze 1
WorrsWorr=!
lim \/2n+11x/2n+3 — 220
n—00 S 2
n
fada diverguje.
(e)
> G
— (2+1/n)"
Reseni: Rada konverguje, nebot W < 2%
(f)
i ny/n+ 2n
— n2 + 2n3

Reseni: Rada konverguje podle srovnavaciho kritéria, nebot

nyn+2n _ ny/n 1+2n—1/2< 1 142 31
n2+2n3  n3 2+1/n ~n3/2 240  2n3/2
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Reseni: Radu odhadneme zdola pro n > 3:
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Rada Yoy % diverguje, tedy i zadand rada diverguje.

(h)
i k—lnk
k=1
1

Reseni: Pouzijeme srovnéavaci kritérium. Pro k > e? je f—Ink — mE < k:%

Rada konverguje, nebot konverguje fada 3 1%2

Ackoli ne u kazdého reSeni je to napsano, pouzivame hojné Heineho
vétu a Vétu o limité slozené funkce. U obou téchto vét stejné jako u
limitniho srovnavaciho kritéria peclivé ovéifujeme podminky.
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3 1
Z n° |1 —cos—
n
n=1

Reseni:

Snadno se ovéii, ze viechny koeficienty a,, = n? (1 — cos %) jsou nezaporné.
Ukazeme, ze a, /4 0 pro n — oco. Je totiz

. 3 1 ) 1—cosi 1
lim n°|1—cos— )= lim n-—5-"*=+00" 5 = +009,
n—00 n n—00 (5)2 2

kde pro vypocet limity posledniho zlomku pouzijeme Heineho vétu, substituci

T = % a limitu ili]% 17;# = % Rada tedy nespliiuje nutnou podminku

konvergence.
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ResSeni: Viz sken

o
Z arctan n
n

n=1

ReSeni: Viz sken
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Resenti:

Polozme a,, = sinn~'1n "TH Ukéazeme, ze a,, lze porovnat s % a tudiz fada
podle limitni verze srovnavaciho kritéria konverguje. Podle Heineho véty a
substituce x = % totiz mame

1 .
sin =
lim —"* = lim |
n—o0 - z—0+ X
& +1 1
In(2== In(1+ = In(1
lim (ln ): lim yz lim M:L
n—00 - n—00 - z—0+ X
takze pouzitim obou limit dohromady dostdvame
<1 1
sin- In (14 =
lim aT": lim ——* - (1 "):1
n—oo — n—oo — =
n n n
oo
Z (k(k2+l)*1 1)
k=1
Reseni:
Protoze

(k0507 1) = e 1

a vyraz v exponentu konverguje pro k — oo k nule (napiiklad podle Heineho
véty a I'Hospitalova pravidla), dostdvame s ptihlédnutim k Heineho véte,
vété o limité slozené funkce a zakladni limity ez% — 1 prozxz — 0, ze

12nk
. ek?+1 — 1]
lim E =1.
k—o0 )

Podle limitni verze srovnavaciho kritéria tedy vysSetfovand rada konverguje,

pravé kdyz konverguje fada
oo

Ink
T
— k241
Uké4zeme, 7e tato fada konverguje srovnanim s (Ink)/k2.
Ink
k‘2
lim 2L = fim =1
k—o0 % k—oo k% + 1
Rada 332, 12—2’“ konverguje (”fakt”), tedy konverguje i ptuvodni fada z lim-

itniho srovnavaciho kritéria.
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Reseni:

Rada diverguje srovnanim s fadou %, nebot limitni srovndvaci kritérium
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ReSeni: Viz sken
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ia cta 2k
rctan ——-,
P 1+ k&

Reseni: Vizte dalsi piiklad.

> 2kx
Z arctan

P x? 4+ k2’
kde x € R je parametr.
Reseni:
Pokud z = 0, fada ma nulové koeficienty a konverguje. Pokud x # 0,

pouzijeme limitni srovnavaci kritérium. Plati, ze

. arctan y
lim — 2 =1,
y—0 Yy

2kx

odkud vyplyvé (substituci y = 7~

), ze

2kx
arctan TR )
2kx -5
z2+k2

lim
k—o0

a proto fada ), arctan % konverguje, pravé kdyz konverguje fada ), xQLfk?

Jednoduchym srovnanim ale dostaneme, ze od urcitého ¢lenu pocinaje, kdy
je k% > 22, plati
2kx 2kx  x

22 k2 T 2k2 kK
pricemz fada napravo diverguje pro kazdé x # 0.
Zdveér. Rada konverguje pro = 0, jinak diverguje.

(o)
> sin -
sin
n?+1
n=1

Reseni:

S ptfihlédnutim k Heineho vété totiz jednoduchym rozsifenim dostaneme

3 n 3 n
. sin oty e ey n2
lim ——— = lim - a1
n—o00 - n—o0 P> n“ +
i P 2 :
— lim gy g TR o
n—00 2 n—oo n4 + 1 z—0 X

Rada tudiz diverguje srovnanim s harmonickou radou.



o0
> (K -1).
k=1
kde a € R je parametr.
Reseni:
Pokud a > 0, pak lim (kka - 1) = +o0, fada tedy diverguje, nebot neni
splnéna zakladni podminka konvergence lim aj = 0.

Pokud a < 0, pak plati
B = ok Ik _q

a tudiz (podle Heineho véty a véty o limité slozené funkce s pfihlédnutim k
faktu, ze limg o0 2% Inx = 0 pro a < 0)

R  eknk _q

LA ¢~
koo KO lnk | kose kolnk

Staci tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria vysetiit fadu

i k%Ink
k=1

pro a < 0. O této fadé vime, ze pro 0 > a > —1 je divergentni a pro a < —1
fada konverguje.

Ztg ( )81112"

ResSeni: Viz sken

E arccos —

ResSeni: Viz sken

Zarcsm \/n2+1—\/n2—1 \/sml

ResSeni: Viz sken
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3. Necht > °>°  an, a > oo by je konvergentni, Y oo i ¢, a Y oo dy, jsou divergentni.
Rozhodnéte, zda plati:

(a)

Y02 | an + ¢y je konvergentni.

Reseni: Ne. Naopak je divergentni. Jestlize Y a, =S € Ra > ¢, = +o0,
tak > an + ¢, = £oo (ve smyslu limita ¢asteénych souctu) a fada diverguje.
Jestlize > 7 ¢, osciluje, tedy jeji ¢dstecné soucty osciluji, pak osciluje i
Yonlan +Cp.

Yool e + dy je divergentni.

Reseni: Ne nutné. Napt. > °°, 1+ 1 je divergentni, >0 L — 1 je kon-
vergentni.

> o2 an — by je konvergentni.

Reseni: Ano. Plyne z Véty o linearité fad.

Yol k-an+1-by, kde k,1 € R je konvergentni.

Reseni: Ano. Plyne z Véty o linearité fad.

Y on ap - by je konvergentni.

Reseni: Ne nutné.

S D" yonverguje z Leibnizova kritéria. Ale S (D" (D" S L

n=1 /n n=1 /n Vn n=1n
diverguje.
Naopak > >, n2 . # =D iy L konverguje.

Y o2 Cn - dy je konvergentni.

Reseni: Ne nutné

Napi. > >, f diverguje, fada Y .~ ; \Lﬁ . % =3, f také diverguje.
Naopak > 0° 1.1 =% | =5 konverguje.

Yo by - dy je konvergentni.
Reseni: Ne nutné

Napi. > 0°, 1 diverguje, fada > 00, n2 konverguje. Rada > 0%, 13 konver-
guje.

Naopak Napi. >°°° , n3 diverguje, fada > oo, # konverguje. Rada > °%  n
diverguje.



