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1. (a)
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

Řešeńı: Použijeme limitńı srovnávaćı kritérium. Jako srovnávaćı řadu
použijeme bn := 1/n o ńıž v́ıme, že diverguje. Tedy poč́ıtáme limitu

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2

n3+1
1
n

= lim
n→∞

n3

n3 + 1
= 1.

Jelikož 1 ∈ (0,∞), tak naše řada konverguje právě tehdy, když konverguje
zvolená bn. Ta diverguje, čili i zadaná řada diverguje.

(b)
∞∑
n=1

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1

Řešeńı: Nejprve výraz uprav́ıme:

∞∑
n=1

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1 =

∞∑
n=1

n2 + 5− n2 − 1
3
√

(n2 + 5)2 + 3
√

(n2 + 5)(n2 + 1) + 3
√

(n2 + 1)2
≤
∞∑
n=1

4

n4/3
.

Jelikož jsme řadu omezili jinou a nav́ıc konverguj́ıćı řadou, tak zadaná řada
taktéž konverguje.

(c)
∞∑
n=1

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1

4
√
n

Řešeńı: ”Odstraněńım odmocniny z čitatele” vhodným rozš́ı̌reńım dostaneme

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1

4
√
n

=
4

4
√
n
(

3
√

(n2 + 5)2 + 3
√
n2 + 1 3

√
n2 + 5 + 3

√
(n2 + 1)2

)
Jmenovatel se tedy chová zhruba jako n1/4 · n4/3 = n19/12. Přesněji

lim
n→∞

4
4√n

(
3
√

(n2+5)2+ 3√n2+1 3√n2+5+ 3
√

(n2+1)2
)

1
n1/4·n4/3

= 4 6= 0

a podle limitńıho srovnávaćıho kritéria a předchoźıho faktu (srovnávali jsme
s řadou

∑ 1
n19/12 ) řada konverguje.
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(d)
∞∑
n=1

1√
2n+ 1

√
2n+ 3

Řešeńı: Použijeme limitńı srovnávaćı kritérium a srovnáńı s řadou
∑ 1

n .
Protože

lim
n→∞

1√
2n+1

√
2n+3

1
n

=
1

2
6= 0

řada diverguje.

(e)
∞∑
n=1

1

(2 + 1/n)n

Řešeńı: Řada konverguje, nebot’ 1
(2+1/n)n ≤

1
2n .

(f)
∞∑
n=1

n
√
n+ 2n

n2 + 2n3

Řešeńı: Řada konverguje podle srovnávaćıho kritéria, nebot’

n
√
n+ 2n

n2 + 2n3
=
n
√
n

n3
· 1 + 2n−1/2

2 + 1/n
≤ 1

n3/2
· 1 + 2

2 + 0
=

3

2

1

n3/2
.

(g)
∞∑
n=1

1
n
√

lnn

Řešeńı: Řadu odhadneme zdola pro n ≥ 3:

1
n
√

lnn
≥ 1

lnn
≥ 1

n
.

Řada
∑∞

n=1
1
n diverguje, tedy i zadaná řada diverguje.

(h)
∞∑
k=1

k− ln k

Řešeńı: Použijeme srovnávaćı kritérium. Pro k > e2 je k− ln k = 1
kln k <

1
k2

.

Řada konverguje, nebot’ konverguje řada
∑ 1

k2
.

Ačkoli ne u každého řešeńı je to napsáno, použ́ıváme hojně Heineho
větu a Větu o limitě složené funkce. U obou těchto vět stejně jako u
limitńıho srovnávaćıho kritéria pečlivě ověřujeme podmı́nky.
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2. (a)
∞∑
n=1

n3
(

1− cos
1

n

)
Řešeńı:

Snadno se ověř́ı, že všechny koeficienty an = n3
(
1− cos 1

n

)
jsou nezáporné.

Ukážeme, že an 6→ 0 pro n→∞. Je totiž

lim
n→∞

n3
(

1− cos
1

n

)
= lim

n→∞
n ·

1− cos 1
n

( 1
n)2

= +∞ · 1

2
= +∞,

kde pro výpočet limity posledńıho zlomku použijeme Heineho větu, substituci
x = 1

n a limitu lim
x→0

1−cosx
x2 = 1

2 . Řada tedy nesplňuje nutnou podmı́nku

konvergence.

(b)
∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n2

)
Řešeńı: Viz sken

(c)
∞∑
n=1

arctan n

n

Řešeńı: Viz sken
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(d)
∞∑
n=1

sinn−1 ln
n+ 1

n

Řešeńı:

Položme an = sinn−1 ln n+1
n . Ukážeme, že an lze porovnat s 1

n2 a tud́ıž řada
podle limitńı verze srovnávaćıho kritéria konverguje. Podle Heineho věty a
substituce x = 1

n totiž máme

lim
n→∞

sin 1
n

1
n

= lim
x→0+

sinx

x
= 1

a

lim
n→∞

ln(n+1
n )

1
n

= lim
n→∞

ln(1 + 1
n)

1
n

= lim
x→0+

ln(1 + x)

x
= 1,

takže použit́ım obou limit dohromady dostáváme

lim
n→∞

an
1
n2

= lim
n→∞

sin 1
n

1
n

·
ln
(
1 + 1

n

)
1
n

= 1.

(e)
∞∑
k=1

(
k(k

2+1)−1 − 1
)

Řešeńı:

Protože (
k(k

2+1)−1 − 1
)

= e
ln k

k2+1 − 1

a výraz v exponentu konverguje pro k →∞ k nule (např́ıklad podle Heineho
věty a l’Hospitalova pravidla), dostáváme s přihlédnut́ım k Heineho větě,
větě o limitě složené funkce a základńı limity ex−1

x → 1 pro x→ 0, že

lim
k→∞

e
ln k

k2+1 − 1
ln k
k2+1

= 1.

Podle limitńı verze srovnávaćıho kritéria tedy vyšetřovaná řada konverguje,
právě když konverguje řada

∞∑
k=1

ln k

k2 + 1
.

Ukážeme, že tato řada konverguje srovnáńım s (ln k)/k2.

lim
k→∞

ln k
k2+1
ln k
k2

= lim
k→∞

k2

k2 + 1
= 1.

Řada
∑∞

k=0
ln k
k2

konverguje (”fakt”), tedy konverguje i p̊uvodńı řada z lim-
itńıho srovnávaćıho kritéria.
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(f)
∞∑
k=1

k

k2 + 1
cos

1

k

Řešeńı:

Řada diverguje srovnáńım s řadou
∑

k
1
k , nebot’ limitńı srovnávaćı kritérium

dává

lim
k→∞

k
k2+1

cos 1
k

1
k

= lim
k→∞

k2

k2 + 1
cos

1

k
= 1.

(g)

∞∑
n=1

sin
(

1√
n
− 1√

n+1

)
3
√
n2 + 1− 3

√
n2

Řešeńı: Viz sken
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(h)
∞∑
k=1

arctan
2k

1 + k2
,

Řešeńı: Vizte daľśı př́ıklad.

(i)
∞∑
k=1

arctan
2kx

x2 + k2
,

kde x ∈ R je parametr.

Řešeńı:

Pokud x = 0, řada má nulové koeficienty a konverguje. Pokud x 6= 0,
použijeme limitńı srovnávaćı kritérium. Plat́ı, že

lim
y→0

arctan y

y
= 1,

odkud vyplývá (substitućı y = 2kx
x2+k2

), že

lim
k→∞

arctan 2kx
x2+k2

2kx
x2+k2

= 1,

a proto řada
∑

k arctan 2kx
k2+x2 konverguje, právě když konverguje řada

∑
k

2kx
x2+k2

.
Jednoduchým srovnáńım ale dostaneme, že od určitého členu poč́ınaje, kdy
je k2 ≥ x2, plat́ı

2kx

x2 + k2
≥ 2kx

2k2
=
x

k
,

přičemž řada napravo diverguje pro každé x 6= 0.

Závěr. Řada konverguje pro x = 0, jinak diverguje.

(j)
∞∑
n=1

sin
n

n2 + 1

Řešeńı:

S přihlédnut́ım k Heineho větě totiž jednoduchým rozš́ı̌reńım dostaneme

lim
n→∞

sin n
n2+1
1
n

= lim
n→∞

sin n
n2+1
n

n2+1

· n2

n2 + 1
=

= lim
n→∞

sin n
n2+1
n

n2+1

· lim
n→∞

n2

n2 + 1
= lim

x→0

sinx

x
· 1 = 1 · 1 = 1.

Řada tud́ıž diverguje srovnáńım s harmonickou řadou.
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(k)
∞∑
k=1

(
kk

a − 1
)
,

kde a ∈ R je parametr.

Řešeńı:

Pokud a ≥ 0, pak lim
(
kk

a − 1
)

= +∞, řada tedy diverguje, nebot’ neńı
splněna základńı podmı́nka konvergence lim ak = 0.

Pokud a < 0, pak plat́ı
kk

a − 1 = ek
a ln k − 1,

a tud́ıž (podle Heineho věty a věty o limitě složené funkce s přihlédnut́ım k
faktu, že limx→+∞ x

a lnx = 0 pro a < 0)

lim
k→∞

kk
a − 1

ka ln k
= lim

k→∞

ek
a ln k − 1

ka ln k
= 1.

Stač́ı tedy podle limitńıho srovnávaćıho kritéria vyšetřit řadu

∞∑
k=1

ka ln k

pro a < 0. O této řadě v́ıme, že pro 0 > a ≥ −1 je divergentńı a pro a < −1
řada konverguje.

(l)
∞∑
n=1

tg
( π

4n

)
sin 2n

Řešeńı: Viz sken

(m)
∞∑
n=1

1

n
arccos

1

n

Řešeńı: Viz sken

(n)
∞∑
n=1

arcsin (
√
n2 + 1−

√
n2 − 1)

√
sin

1

n

Řešeńı: Viz sken
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3. Necht’
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn je konvergentńı,
∑∞

n=1 cn a
∑∞

n=1 dn jsou divergentńı.
Rozhodněte, zda plat́ı:

(a)
∑∞

n=1 an + cn je konvergentńı.

Řešeńı: Ne. Naopak je divergentńı. Jestliže
∑
an = S ∈ R a

∑
cn = ±∞,

tak
∑
an + cn = ±∞ (ve smyslu limita částečných součt̊u) a řada diverguje.

Jestliže
∑∞

n=1 cn osciluje, tedy jej́ı částečné součty osciluj́ı, pak osciluje i∑∞
n=1 an + cn.

(b)
∑∞

n=1 cn + dn je divergentńı.

Řešeńı: Ne nutně. Např.
∑∞

n=1
1
n + 1

n je divergentńı,
∑∞

n=1
1
n −

1
n je kon-

vergentńı.

(c)
∑∞

n=1 an − bn je konvergentńı.

Řešeńı: Ano. Plyne z Věty o linearitě řad.

(d)
∑∞

n=1 k · an + l · bn, kde k, l ∈ R je konvergentńı.

Řešeńı: Ano. Plyne z Věty o linearitě řad.

(e)
∑∞

n=1 an · bn je konvergentńı.

Řešeńı: Ne nutně.∑∞
n=1

(−1)n√
n

konverguje z Leibnizova kritéria. Ale
∑∞

n=1
(−1)n√

n
· (−1)

n
√
n

=
∑∞

n=1
1
n

diverguje.

Naopak
∑∞

n=1
1
n2 · 1

n2 =
∑∞

n=1
1
n4 konverguje.

(f)
∑∞

n=1 cn · dn je konvergentńı.

Řešeńı: Ne nutně.

Např.
∑∞

n=1
1
4√n diverguje, řada

∑∞
n=1

1
4√n ·

1
4√n =

∑∞
n=1

1√
n

také diverguje.

Naopak
∑∞

n=1
1
n ·

1
n =

∑∞
n=1

1
n3 konverguje.

(g)
∑∞

n=1 bn · dn je konvergentńı.

Řešeńı: Ne nutně.

Např.
∑∞

n=1
1
n diverguje, řada

∑∞
n=1

1
n2 konverguje. Řada

∑∞
n=1

1
n3 konver-

guje.

Naopak Např.
∑∞

n=1 n
3 diverguje, řada

∑∞
n=1

1
n2 konverguje. Řada

∑∞
n=1 n

diverguje.
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