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Teorie

Věta 1 (nutná podmı́nka konvergence řady). Nechť řada
∑∞

n=1 an konverguje. Potom
lim an = 0.

Věta 2 (srovnávaćı kritérium ). Nechť
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou řady s nezápornými
členy a nechť existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0, plat́ı an ≤ bn.

(a) Pokud
∑∞

n=1 bn konverguje, konverguje i řada
∑∞

n=1 an.

(b) Pokud
∑∞

n=1 an diverguje, diverguje i řada
∑∞

n=1 bn.

Věta 3 (limitńı srovnávaćı kritérium ). Nechť
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou řady s nezápornými
členy a nechť existuje lim an

bn
. Označme K = lim an

bn
.

(a) Pokud K ∈ (0,∞), pak
∑∞

n=1 an konverguje právě tehdy, když řada
∑∞

n=1 bn
konverguje.

(b) Pokud K = 0 a
∑∞

n=1 bn konverguje, pak
∑∞

n=1 an konverguje.

(c) Pokud K =∞ a
∑∞

n=1 an konverguje, pak
∑∞

n=1 bn konverguje.

Věta 4 (vztah absolutńı konvergence řady a konvergence řady). Je-li řada
∑∞

n=1 an
absolutně konvergentńı, pak je i konvergentńı.

Věta 5 (Heineova). Nechť a ∈ R∗, A ∈ R∗ a nechť funkce f : M → R, M ⊂ R, je
definována na nějakém prstencovém okoĺı bodu a. Potom jsou následuj́ıćı dva výroky
ekvivalentńı:

(i)
lim
x→a

f(x) = A;

(ii) Pro každou posloupnost {xn}n∈N, splňuj́ıćı xn ∈ M , ∀n ∈ N : xn 6= a a
limn→∞ xn = a plat́ı limn→∞ f(xn) = A.

Fakta

1. Řada
∑∞

n=1 q
n−1 konverguje právě když |q| < 1.

2. Řada
∑∞

n=1 n
α konverguje pro α < −1 a diverguje pro α ≥ −1.

3. Řadu
∑∞

n=1
1
n nazýváme harmonickou řadou. Harmonická řada diverguje.

4. Řada
∑∞

n=2 n
α lnβ n konverguje právě tehdy, když α < −1 a β ∈ R nebo α = −1

a β < −1.
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Hinty

A2 −B2 = (A−B)(A+B)

A3 −B3 = (A−B)(A2 +AB +B2)

An −Bn = (A−B)(An−1 +An−2B +An−3B2 + . . .+A2Bn−3 +ABn−2 +Bn−1)

ab = eb ln a

Poznámky 6. Algoritmus:

1. Jde an k 0? Pokud ne, řada diverguje. (Pokud ano, nev́ıme nic.)

2. Má řada nezáporné členy? Pokud ne, zkuśıme absolutńı konvergenci (z ńı vyplyne
i konvergence).

3. Zkuśıme naj́ıt řadu k LSK. Typicky jde o
∑∞

n=1 n
α.

(a) Máme nějaký pěkný zlomek: Vytkneme nejsilněǰśı člen v čitateli a ve jmen-
ovateli - s t́ım budeme srovnávat.

(b) Jsou tam odmocniny: Neńı potřeba je nejdř́ıv upravit?

(c) Jsou tam funkce: K čemu se bĺıž́ı jejich argument? Neznáme nějakou limitu
v tomto bodě? - Limita nám porad́ı, s č́ım srovnávat.

4. Umı́me použ́ıt nějaký odhad zdola či shora? (např. | cosx| ≤ 1, | sinn| ≤ n,
ln(x) ≤ x − 1). Aplikujeme SK. (Pozor, je třeba odhadovat zdola divergentńı a
shora konvergentńı řadou.)

5. Ještě jednou prokontrolujeme všechny implikace a podmı́nky. Naṕı̌seme závěr.

Př́ıklady

1. Určete, zda následuj́ıćı řady konverguj́ı

(a)

∞∑
n=1

n2

n3 + 1

(b)
∞∑
n=1

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1

(c)

∞∑
n=1

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1

4
√
n

(d)

∞∑
n=1

1√
2n+ 1

√
2n+ 3

(e)

∞∑
n=1

1

(2 + 1/n)n

(f)

∞∑
n=1

n
√
n+ 2n

n2 + 2n3

(g)
∑
n=2

1
n
√

lnn

(h)

∞∑
n=1

n− lnn
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2. (a)
∞∑
n=1

n3
(

1− cos
1

n

)

(b)
∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n2

)

(c)
∞∑
n=1

arctan n

n

(d)

∞∑
n=1

sinn−1 ln
n+ 1

n

(e)
∞∑
n=1

(
n(n

2+1)−1 − 1
)

(f)

∞∑
n=1

n

n2 + 1
cos

1

n

(g)
∞∑
n=1

sin
(

1√
n
− 1√

n+1

)
3
√
n2 + 1− 3

√
n2

(h)
∞∑
n=1

arctan
2n

1 + n2
,

(i)

∞∑
n=1

arctan
2nx

x2 + n2
, x ∈ R.

(j)

∞∑
n=1

sin
n

n2 + 1

(k)

∞∑
n=1

(
nn

a − 1
)
, a ∈ R

(l)

∞∑
n=1

tg
( π

4n

)
sin 2n

(m)

∞∑
n=1

1

n
arccos

1

n

(n)
∞∑
n=1

arcsin (
√
n2 + 1−

√
n2 − 1)

√
sin

1

n

Bonus

3. Nechť
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn je konvergentńı,
∑∞

n=1 cn a
∑∞

n=1 dn jsou divergentńı
(ne nutně s kladnými členy). Rozhodněte, zda muśı platit:

(a)
∑∞

n=1 an + cn je konvergentńı.

(b)
∑∞

n=1 cn + dn je divergentńı.

(c)
∑∞

n=1 an − bn je konvergentńı.

(d)
∑∞

n=1 k · an + l · bn, kde k, l ∈ R, je konvergentńı.

(e)
∑∞

n=1 an · bn je konvergentńı.

(f)
∑∞

n=1 cn · dn je konvergentńı.

(g)
∑∞

n=1 bn · dn je konvergentńı.
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Source 1: https://marekbennett.com/2014/03/06/recursive-load

•(1g)lnn≤n.

•(1h)SKs1/n2.
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