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(a)

3

k=1 3
S x e . . k . . C 1. .
Reseni: 7 identity %:— = (%) plyne, Ze fada je geometrickd s kvocientem

men3fm nez 1. Rada je tedy konvergentni — dokonce lze uréit jeji soucet

(=3).

Reseni: Jelikoz fada nespliiuje nutnou podminku konvergence: limy,_ oo ar #
0, tak fada diverguje.

Z :
nd 41
n=1

ReSeni: PouZijeme limitni srovnavaci kritérium. Jako srovnavaci fadu
pouzijeme by, := 1/n o niz vime, Ze diverguje. Tedy poéitdme limitu

a ﬂ;‘ TL3
lim —= = lim = lim 3 =1.

Jelikoz 1 € (0,00), tak naSe fada konverguje prévé tehdy, kdyz konverguje
zvolend b,. Ta diverguje, ¢ili i zadand fada diverguje.

0
S V/n2+5-Yn2+1
n=1

Reseni: Nejprve vyraz upravime:

[o ¢} oe] 2 2
n“+5—-n*-1
S Vn245-Yn2+1=>"
n=1 n=1
Jelikoz jsme fadu omezili jinou a navic konvergujici fadou, tak zadand fada
taktéz konverguje.

i(_l)nan +3n+4
2n2 +5

n=1

o0

4
<ZW'

Y02 +52+ (2 +5)(n?+ 1)+ Y (n2+1)2 ~

n=1



2n2+3n44
L TONER

ResSeni: 1. Oznatme b, = oRva

Ziejmé

lim b, = lim ———— = =
ng%o " nLHéo M2 45 n—oo N2 2+ 5/7’1,2 n—o0 2 4 5/7’L2
Oznatme a, = (—1)"b,. Ziejmé as, = bon, a tedy limas, = limby, = 1.
Ziejmé agpi1 = (_.1) ~bont1, & tedy limagpyy = —limby, = —1. TudiZ
lim a,, neexistuje. Rada diverguje, nebot pro konvergentni fadu je limita
posloupnosti koeficient nulov.

i VnZ+5— v/n2+1

In
Reseni: ”Odstranénim odmocniny z &itatele” vhodnym rozsfFenim dostaneme
Vn2 +5—Un?+1 4

Vn Y7 (V7B + Ve F 1T 5+ YT T 1)

n=1

Jmenovatel se tedy chové zhruba jako nl/4 . n#/3 = nl7/12 Presnsiji

4
(/248502 + Y21 V7 5+ Y/ (n2+1)2)

lim
n—oo

—440

1
nl/&. 473

a podle limitniho srovndvaciho kritéria a pFedchoziho faktu (srovndvali jsme
s fadou ) W) fada konverguje.

me

ReSeni: PouZzijeme limitni srovndvaci kritérium a srovndni s fadou %
Protoze

1
Jrives 1
=570

A 1 2
fada diverguje.
k=1
Resent: Plati, ze
3k — 2k 38 1—(2/3)F 1 1-0
1' :I' —:1. ——-"——————:—'—:1‘
hmvoo B T kN 3R 12k T kN3 T (2/3F 1 140

Rada diverguje, nebot jeji koeficienty nespliiuji nutnou podminku pro kon-
vergenci: limg_,o0 ax = 0.
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> 1
Z (24 1/n)»

n=1

<

Reseni: Rada konverguje, nebot m < .

i nyn +2n
n2 + 2n3
n=1
Reseni: Rada konverguje podle srovnavactho kritéria, nebot
nyn+2n _nyn 142072 1 142 3 1
n2+2n3  nd3  241/n T nd2 240 2n3/2

=1
;"Inn

Reseni: Radu odhadneme zdola, pron > 3:

1 > 1 >l
Ynn  Inn " n

Rada - % diverguje, tedy i zadand fada diverguje.
Q)
[e0]
Z k= Ink
k=1

Reseni: Pouzijeme srovnavac{ kritérium. Pro k > €2 je k—Ink — El}i_’? < Flz
Rada konverguje, nebot konverguje fada 5 Elg

Ackoli ne u kazdého feSeni je to napsdno, pouzivdme hojné Heineho
vétu a Vétu o limité slozené funkce. U obou téchto vét stejné jako u
limitniho srovndvaciho kritéria peélivé ovéfujeme podminky.

2. (a)

o

1
E n’ <1 — COS —)
n
n=1

Reseni:
Snadno se ovér, ze viechny koeficienty a, = n® (1 — cos ) jsou nezdporné.
Ukézeme, Ze a, /4 0 pro n — co. Je totiz

. 3 1 . 1—cost 1
lim n°{1—cos— )= lim n.—55" = +00- & = +00,
n—o0 n N—00 (5)2 2



kde pro vypocet limity posledniho zlomku pouzijeme Heineho vétu, substituci

x = % a limitu lim =552 — % Rada tedy nespliiuje nutnou podminku
z—0 T

konvergence.
(b)
> 1
Z In (1 + —2>
n
n=1
Reseni: Viz sken
(c)

oo
Z arctan n
n

n=1

Reseni: Viz sken
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>0
. -1 n+ 1
g sinn™ " In
n
n=1
Reseni:

Polozme a,, = sinn~!In "T“ Ukazeme, Ze a, lze porovnat s 771; a tudiz rada

podle limitn{ verze srovnavactho kritéria konverguje. Podle Heineho véty a
substituce x = —71; totiz mame

1

sin = sinx
lim —* = lim =1
n—00 = =0+ T
2 1 1
In( 2= In(1+ - In(1
lim 771)2 lim L__l_n_z: lim _Il_(_—f'_x):l,
n—00 “T n—ooco ] 4 - z—0+ T
takZe pouzitim obou limit dohromady dostdvdme
o1 1
sin= In{l+ =
lim 2% = lim 2. (1 2)

o
Z (k(k2+1)_1 _ 1)
k=1
Resenf:
Protoze ok
(k(kz“)_l — 1) =eh?+ — 1

a vyraz v exponentu konverguje pro & — oo k nule (napfiklad podle Heineho
véty a I'Hospitalova pravidla), dostdvdme s pfihlédnutim k Heineho véte,

vété o limité slozené funkce a zakladni limity ez;l — 1 proxz — 0, Ze

Ink

lim

Podle limitni verze srovnavaciho kritéria tedy vySetfovana fada konverguje,
pravé kdyz konverguje fada

k241 = I k—z =1
k—o00 T koo k2 +1

Rada 3°%2, 1%# konverguje ("fakt”), tedy konverguje i ptivodni fada z lim-
itnfho srovnavaciho kritéria.



o0
E cos —
Reseni:
Rada nekonverguje srovnanim s fadou ) 4, nebot limitn{ srovnévaci kritérium
dava

k 1 2
e Cost ] k 1
lim ﬂi——kz im ———cos - =1.
k—o00 % k—oo k4 41 k

i sin (ﬁ B nl+1)

3

Reseni: Viz sken



A
2 Q('\(/L < \rL( m - ? Q QVEO q/b(é’[&)
?wf \5
b LA wm e
U - A = = W,[’“"M\s
6‘.@{% \[’—CC W W \4‘44 ( ("{\‘/{ *W’:)
A

-
VO Jwes (Voo « 1 Ql“j

(2) T er U IVIR
V@ « ar I « ?’\@ml

~%, L LU 4
(g} lbuclene Vreodud g LDQ = m..._v—\—-T__\_,mz \A%H«\,\%“Z
W
(%)
: 4 _ A {
f/‘ oy /QA Hu (.\E{ m\
VY - = pSN o T ‘
NN A Apet\ Yo (Mfﬂ)\‘-()
\TKE} WA (\iu\é/f * J‘C\} @»)
(2R *)
A
: A
, ( (el ¢ iy J\ 0\\) T a

W

o S Yooyt Vo N A2
= /I & . N BZ
4’( :S MO 4&0) /z

Wex oo 4o A X wWelo L Ebl
() o 6/\,\ 5 \Y‘:';f w fO Yue ] j:fi;—:« % A
(w9, AT

w Yusl Xy # o0
mm(mffm Gy gy <A

Usie X s e W ANIKICC
x%\;? NPT\ Py By (’*@7:/ &\\:mt
9




/
B x) g(;g\) « \[Tg‘: g

%},\-&m

T

g(}C\ ™ /{4_5(! /e/('u»
e F0E = AvO =y

QP‘?"{'J“&:;@ & o A

ey

2edvdr Tue o3 " N




> 2
Z arctan X
k=1
Reseni: Viz dalsf priklad.
[o.¢]
Z arctan i
2 27
e +k

kde =z € R je parametr.

Reseni:

Pokud z = 0, fada mé nulové koeficienty a konverguje. Pokud z # 0,
pouzijeme limitni srovnavaci kritérium. Plati, Ze

arctan y 1

7

y—0 Yy

odkud vyplyva (substituci y = 572_]:‘_—7(:7), 7e

2kx

arctan =55
lim ~—————2-E—;——+k— =1,
k—o0 v

aproto fada ), arctan inrfcg konverguje, pravé kdyz konverguje fada ), %

Jednoduchym srovndnim ale dostaneme, ze od urcitého ¢lenu poéinaje, kdy
je k? > 22, plati
2kz 2kx =z
2+ k2T 2k &
pri¢emz fada napravo diverguje pro kazdé x # 0.

Zdveér. Rada konverguje pro x = 0, jinak diverguje.

oS
> sin -
sin
n?+1
n=1

Reseni:
S prihlédnutim k Heineho vété totiz jednoduchym rozsifenim dostaneme

M T : k13
s L singm n?
lim e lim = = =
n—00 - - ne+1
3 n 2 .
o siny— n . sinx
= lim —nFL . = lim 1=1-1=1.

n—00 —ffanI n—con?+1 250 zx

Rada tudiz diverguje srovnanim s harmonickou fadou.



> (e -1),
k=1
kde a € R je parametr.
Reseni:
Pokud a > 0, pak lim (kka — 1) = +o0, fada tedy diverguje, nebot nenf
splnéna zdkladni podminka konvergence lim a, = 0.
Pokud a < 0, pak plati
EEY 1 = kolnk _ g

?

a tudiz (podle Heineho véty a véty o limité slozené funkce s pfihlédnutim k
faktu, Ze limgz 400 2%Inz = 0 pro a < 0)

k}ka—l . ekalnk_l

iy ey Ry vy ey

Stagi tedy podle limitniho srovndvaciho kritéria vysetfit fadu

i k%Ink
k=1

pro a < 0. O této fadé vime, Ze pro 0 > a > —1 je divergentni a pro a < —1
fada konverguje.

oo - . .
Z tg (4—n) sin 2
n=1

Reseni: Viz sken

o0

1 1
Z —arccos —
n n

n=1

ResSeni: Viz sken

n

oo
Zarcsin (Vn2+1-+n2-1) sin—l—
n=1

Reseni: Viz sken
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3. (a) Pokud 37 | a, konverguje, potom konverguje i Y%, (agn—1 + azgn).
Reseni: Nechf s, = > i1 0k (Céstetny soutet prvnifady) a o = > p_ (a2p_1+
agy) (Cdstedny soudet druhé fady). Potom plati, Ze oy, = s9,, a tedy posloup-
nost ¢astecnych souétd druhé fady tvof{ podposloupnost dstetnych soutlt
fady prvni. A protoze libovolnd podposloupnost konvergentni posloupnosti
konverguje (a to ke stejné limité), je tvrzeni pravdivé.

(b) Pokud 77 (agn—1 + azn) konverguje, potom konverguje i 500 ; an.
Redeni: Tvrzeni neni pravdivé. Uvaizte posloupnost a, = (—=1)™. Potom
prvn{ fada > a, mé vlastné podobu —1+1—1+1—1+1 a osciluje, kdezto
druhd > (agn—1 +ag,) mé podobu 0+0+0+0+... a je zjevné konvergentni.

(c) Pokud lim,_, a, = 0, potom fada > a,, konverguje.

Reseni: Tvrzenf nenf pravdivé. Rada 3 % neni konvergentni.

(d) Pokud > a, konverguje, potom a,+; < a, pro véechna n > 1.

(e) Pokud Y a, konverguje, potom existuje ng € N takové, 7e a,y1 < a, pro
véechna n > ng.

Reseni: Tvrzeni jsou zjevné nepravdivé, co tfeba fady se zdpornymi éleny
> —;17. Ale i pokud pfedpokladdme, Ze a, > 0 pro kazdé pfirozené n, pfesto
najdeme protiptikiad. Uvazte posloupnost

1 2
a = a = -
2n (27’7,)2 3 2n+1 (2TL)2

Potom je celkem zfejmé, Ze agni1 > agn. Pritom fada ) an je konvergentni,
nebot az, < asny1 < ;15 a fada tedy konverguje podle srovnavaciho kritéria.



