Piiklady

Spoctéte derivace néasledujicich funkci, urcete definiéni obory funkei i jejich derivaci

1.

(a)

(b)

(c)

(f)

6z

Reseni: (6z) =6-1,z € R

2% 4+ 22 —sinz 4 2

Resenf: (2% 42z —sinz +2) =322+ 2 —cosz+0, z € R

1
—2cosz + 4e® + ~z”

3
- 1
Reseni: (—2cosx + 4e” + §x7)' = —2.(—sinz) + 4e® + % 728z eR
2

L 2 1 1
Resent: I (1/2 2 —1/2y _ = —1/2_2~ =32 _- -
eSenf: (Vr+ \/5) (x'/ 4 2z271/%) 5% 57 N

z>0
-V
Reseni: ({z—Va7) = (/P —z"*) =1/3272F—7/42%/* = ——

x>0
1 2 3
r 22 23
Reseni:
12 3y
N T
x#0
COST
Inz +
. 1
Reseni: (Inz + COSI)’ =— — —sinz
Tz

x>0

cotx 4+ tan x
1 1

sinfz cos?z

Reseni: (cotz + tan z)’ = —
r# kT, kel

arcsin & — 3arccot
1 3

\/1—3;2+1+£L‘2

Resenf: (arcsin z — 3arccot z)’ =

z e (-1,1)
2arctan z + arccos z
;2 -1

— eR
1+x2+ 1—x2x

Reseni: (2arctan z + arccos x)




2. (a) xe®

Resent:
ze®) = 2'e® + z(e*) = e® + ze®
(ze®)
r€eR
14+ 2 —2?
b) — 2
() l—xz+2x2
Reseni:
1+z~2x? /_(l+x—x2)’(1—x+xz)—(1+x—x2)(1—$+m2)’
l—z4+132) (1—z + 22)2
C(1-20)0-z+2%) - (1+z—2Y)(-1+2z)
N (1 -z 4 x2)?
z€eR

(c) z%esinz
Reseni:

(z2e®sinz) = (2?)e® sin z+22(e® sin z)’ = 2ze® sin z+z2((e®)’ sin z+€%(sin z)")

= 2ze%sinz + 2° (e sinz + €% cos x)

rzeR
3x—2
d) ————
(d) z2 4+ 1
Resent: ,
3z -2\ 3(1+2%)—(3z—2)2z
2+1) (1+ 22)2
zeR

(e) e®(z? — 2x +2) Redeni: Aritmetika derivaci. Tedy:

(e®(x? — 22+ 2)) 4D (2 -2z +2) +e®(2® — 20 +2) =
e®(x? — 22 4 2) 4 (22 — 2) = €% -

Véta pouzita, neb e® je spojité viude.

1
) —
U
Reseni:
1y _o0-%1 1
Inx (Inz)? zln’z
r>0,z#1




2P(1 — x)9
1+z
Reseni: Dce podilu a zdroven souéinu:

(g)

) p,q>0

(mp(l - a:)q>/ AD [pzP~ 1 (1 — 2)7 4 2Pg(1 — 2)T (- D)](1 + z) — 2P(1 — x)9 - 1
l+z B (14 x)?

Podminky: z # —1, coz ndm zdroven zaruéi spojitost pro podminky véty.

(a) arcctg 2z

Reseni: (arcctg 2z) = I—Jﬁlz)g 2z €R

(b) (322 — 2z +10)'°
Reseni: (322 — 2z +10)'° =10(322 — 22 +10)°(6z — 2), z € R
(c) Vx — arctan /x

Resent:
1 1 1

(ﬁ—arctanﬁ)':zﬁ—l+(ﬁ)22ﬁ

z>0
(d) In®2? Reseni:

(In® 22)’ = 3(In? 2?) - —1—2 -2z

x
z>0
(e) V4 — 22
Resent:
e B
2v/4 — 22
x € (-2,2)
(f) In(sinz) Reseni:
In(sinz))’ =
(In(sin z)) g o8
sinz >0, tedy z € (0,7) + km, k€ Z
(g) Inln(x — 3) + arcsin T
Reseni:
o 1 1

+

. =29 1

>3, z—3>1,tedyz >4 Navic3 <z < 7. Celkemd <z <7




(h) 2*

Reseni: Tady nutno nejprve rozepsat a az poté derivovat:

2% = ez:lnz'

To je slozend funkce, tedy: f(z) =¢¥, f'(z) =¢e¥ a g(z) = zlnz a ¢'(x) =
1-lnz+z- % (derivace soucinu, z je spojité na celém R). Celkem méme:

(e*In?Y = e N%(Ing 4 1) = 2%(Inz + 1)

Jelikoz se x vyskytuje v logaritmu, tak = > 0. Jinak = i Inx jsou spojité a
jejich souéin je také spojity, mame podminky véty.

x(sinx)
Reseni:
. . . 1
(wsmx)/ — (esmzlnx)/ — esmxlnx X (COS.Z‘IHZ +sinz - _)
x
x>0
sin(sin(sinz))

Reseni: Také slozend funkee:

;1 SD

(sin(sin(sinz))) "= cos(sin(sinx)) - (sin(sinz))’ =L

cos(sin(sinz)) - cos(sinz) - (sinz)’ D cos(sin(sin z)) - cos(sin z) - (cos x)
Vsechny funkce jsou spojité na R, tak podminky véty splnény.

In(In?(in® z))

Reseni: Uloha na viceré uziti slozené funkce, zatneme od zagatku: f(z) =
Iny, f'(z) = 5, g(z) = In?(In® ), s jeji derivaci pockdme. Takze méame:

2(1n3 sD L 2(1,,3
(ln(ln (11’1 .I')))/ = m . (].1'1 (h’l .’E)),
vénujme se zbylé derivaci, vngjsi funkce f(z) = 32, f'(z) = 2y a vnitini
g(z) = In(In® z). Celkem:
2013 .y 3D 3 3.\
(In*(In” 2))" = 21In(In° 2) - (In(ln” z))".

Daéle, vnéjsi f(z) = Iny, f'(z) = é a vnitini g(z) = In® z, derivace se uvidi
za chvili. Ziskali jsme:

(In(in® )’ &£ ln},, - (o)




Pokracujeme, vnéjsi f(z) = y*, f'(z) = 3y? a vnitin{ g(z) =Inz, ¢'(z) = &

celkem )
(Inz) =3I’z -

Takze celé dohromady to je:

201.3 $D 1 201..3 5D 1 SD

(In(In*(In° z)))" = 200 (In*(In’ z))" = m%ln(hﬁ” z) - (In(ln® z)) =

1 1 SD 1 1 SD

- 2In(In’ )  ——  (In®z) = ———— 2In(Ilndz) - —— - 3In%2 - (lnz)’ =
In?(In® z) n(ln"2) In® 2 (") In?(1n® z) a(ln” ) e o (nz)

1 1 1 6
- 2ln(ln®z) —— 3%y = —
In?(1n? z) n(ln”z) iz O T zln(in®z)Inz

Véty jsme pouzivali bez predpokladi, je potfeba je doplnit. Polynomy i
logaritmy jsou spojité na svém definiénim oboru, takZe ten musime uréit. 7Z
logaritmt méme

In?(Inz) > 0

|In®z| > 1
Inz>1
x> e.
sin? z
sin 22

ResSeni: derivujeme podil a jesté dvé slozené funkce. Nejprve podil (vse je
spojité):

(sin2 x)l AD (sin® z)’sinz? — sin® z(sin z?)’
= 2

sin 2 (sinz?)

a nyni se podivdme na ty slozené fce: prvni pfipad — sin® z, vngjsi f(z) = 32,

f(z) = 2y a vnitini g(z) = sinz, ¢'(z) = cosz, sinus je spojity, dohromady
.2 8D .

(sin® )" = 2sinz - cosx.

druhy piipad — sinz?, vnéjsi f(z) = siny, f'(z) = cosy, vnitini g(z) = z2,

¢'(z) = 2z. Polynomy jsou spojité, mame tedy dohromady

2)/ 5D

(sin2?)’ = cosz? - 2z

Dosadime zpét a mame:

sinz)’ AD (sin?z)’sinz? — sin® z(sinz?)’ sp
(sin 22)2
2

sin z2

2

— sin® x cos 222z

2

2sinxcoszsinz
(sinz?)

Podminky: ve jmenovateli nesmi byt nula, tedy z2 # k.




(m)

1
ztan

T
Reseni: Nejprve prepiSeme

1

1
I — etan zn2

2tan
a uvédomime si, Ze In2 je Uplné obyéejnd konstanta ten zbytek je sloZend
funkce. Méme vn&jsi funkci f(z) = e¥, f'(z) = e¥, vnitini g(z) = In2tan 1,
spojitost vyiesime za chvili a mame:

/
Lin2)’ L 1
(eta“ T 11’12) = etan x In2 . <1n 2tan _>
x

Opét slozend funkce, vngjsi f(z) = tany, f'(z) = géglg—y vnitini g(z) = 1,

’ _ 1 1 : vel 4 . 1 r 1 =1 >
g'(x) = —=5, 3 je spojitd mimo nulu, celkem (tan x) =l takze
mame:

tan 1.In2 ! tan +In2 1 ' tan & 1 -1
e z ):e z -ltan — } =2 z-ln2—1-—2
x cos? L T

Podminky: % # 0 a kvili tangens % # 5 + km, k € Z. Potiebovali jsme
spojitost tan —31;, ktery je spojity na konkrétnich intervalech, coz bude stagit,

protoze staéf spojitost na okoli.

1 ¢ 2
—=arcco —
V2 ® 2
—1

Reseni: Slozend funkce: vngjsi f(z) = arcctgy, f'(y) = T @ vnitini

g(z) = g, Jg(z) = \/5%}, g je spojitd mimo 0, takze:

1 . V2 sp 1 -1 5 -1 1
—alCC S — = — —_— = ——
2R %' @t

Podminky: x # 0.




138 Derivace funkce a jejl uitf

Z VEty 4.1 bod d) nynf vyplyvd, Ze funkce f(x) = y ( ) L9 4 viastf derivaci v kaZdém bodé z D £, nebot’
v kazdém takovém bodé je spln&n pfedpoklad f2(x) # 0. Vychdzf potom

fix) fox) — L) f(x)

fe= [00P
(e sinx + €* cos x)}{x* — 3x +2) — e* sinx(2x — 3)
(x? - 3x +2)°
t:x sinx(x? — 5x + 5) + e cos x(x? — 3x + 2)
(x2 —3x + 2)
_ (x - 5x 4+ 5)sinx + (x? --3x+2)cosx
B (x2 —3x +2)° A

x2—1

2l

Resent, Zde musime danou funkei chépat pfedeviim jako funkei sloZenou. Situace je zde nésledujict:
vngj¥f funkee fi(y) =Ilny, Dy = (0, +00);
vnitnf funkee f3(r) = &5, Dp = (=00, —1) U (1, +o0).

Vnitfn{ funkm bychom sice mohli brét s defini¢nim oborem (—o0, +00), ale nemélo by to smysl, nebot’
funkce < —g-- zobrazuje interval (—1, 1) do intervalu (—oco, 0), na kterém funkce fi neni definovéna.
Ziejmé je:

Ya) Pkiad 45, Vypotisto derivaci funkee f(x) = In

Fx) = (fio f2)(x), Dy = (—00, ~1) U {1, +00).
Mime f(y) = 1 na Dy,

2 ) 2
Tk xwl'_ZX(x + 1) —2x(x*—1) 4x
fr(x) = (x2 e 1) = Y =@ ™ Dy,.
TSR
Podle véty o derivaci sloZené funkce (V&ta 4.2) md funkce f(x) = (f) o fo){x) viastnf derivaci v kaZdém
bode€ z Dy a plat
F'x) = {(fio f) (x) = fi(falx)): folx) =
A x2 41 4x  4x
N A St BN TR VR

PFi b&Zném vypoltu si oviem uvédomujeme pouze v duchu, kterd funkce je vn&jsi a kterd vnitfni. Z4pis
by potom vypadal nésledujicim zpiisobem:

(mxz'l)'._. 1 22+ 1)—2x(x*—1)
241/ 7 gl (x2 + 1) -

x44 1
__x2+1 4 4
x2—1 (2+1)2 7 x4—1

(pokud by nebyl je§t& krat¥f). Pov§imnéte si, Je v{raz }-?-“‘:; je definovén i v bodech intervalu (~1, 1), ve
kterych funkce f vibec nenf definovéna, a tudf? tam nemiiZe mit ani derivaci. S timto jevem se Ize setkat
East&ji a nenf theba se jim nikterak znepokojovat. A
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C“/I b\ (179} Zderivujte

2
f{x) = arccotg ;5»—2—1-

ReSeni:

-1 22 =1)=-2x-2x 1 —2x* 2
1+ (&) - RgERE E-TY
o XA+Z 241y 2
Tt 231 (21?2 K241

(%) =

Petr Zemiének & Petr Hasil http://user.mendeln.cz/hasil
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3.4 THE CHAIN RULE 148

1New we cl;oose 6 = h() = Vi and k{u) = 1 — ¢, s0 g(t) = k{h(t)). Then h'(1) =
LS ¥4 # gl
2 5t 7 and k(1) = —e%, 50

; Ly o 2V
g(t)—-e'*-j.;w“‘?-*z—.
Using the chain rule o combine the derivatives of f(z) and g{t), we have

€2 v
..,(1 - Vi) = 19238 (...7;> =195 (; -eM)m.

it is often faster 1o use the chain rule without introducing new variables, as in the following
examples.

Exampled Differentiate v 1 + e;3+’! .
Sciution The chain rule is needed four iimas*

d / )
£ TR
( 1+ VIE (1+e

\j
5
S
=
+
@
j
B
p

{ b=
+
L3
g
&
i
w
o
1
Sl
st
(2]
4
kS
p

(3+ 2)“"“-i<s+x'~’)
(3+22)7%.

B3 = 3}

Example5  Find the derivative of €% by the chain rule and by the product rule,
Solution Using the chain rule, we have

T P N PRSP
dm(e Y=e a—;(h)_e 2 e 2%,
Using the product rule, we write ¢** = e” - %, Then

%(32‘) = %(e‘e’} = (é(e”)) & +eF (w(g:—(c‘)) =% - &% + €5 - &F = 27,

Using the Product and Chain Rules to Differentiate a Quotient

I you prefer, you can differentiate a quotient by the product and chain rules, instead of by the
quotient rule. The resulting formulas may look different, but they will be equivalent.

Exampla8  Find k'(z) if k{z) =

:+1
Sclution One way is 1o use the quotient rule:
1o{z?+ 1)~z (2x)
(o) s
Mla) = ——r7 iy
122
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2
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4
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1 f _—
(%) Coularcen )Y = wn (ocoux) Tt
Le (-1, 1) -
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At »
s 1-e¥> 0 A >0
| ‘ 45> e
<) (QD(C&MA&Q 32\3 = - o (aneken e} . _A et 3
A “"sz kﬁ’“z
M) () shoear)) = 4 . *>©
by T ¥ O
i l.uy > O
x =4
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Derivace funkce a jeji ufitt

Podle véty o limité derivace zde bez
napsat

[l

kde v krajnich bodech op&t rozumime

Priklad 4.12. Vypodtéte derivaci funk

Regeni. Ziejm€ Dy = (—00, +00). Zg

F &) 3
nebot odtud ihned plyne, 7e
Fi@ =1
ey =1

Z t&chto vysledkd vidime podle Vity
= (=00, 0) U (0, +00). MiiZeme naps

f(x) = sig

nesndzi zjistime, Ze fi(—a) = 0 a f’(a) = 0. MiZeme potom

=+va?—x? na (—a,a),

piisludné jednostranné derivace.
ce f(x) = |x|.
le je vyhodné napsat

—X prox € (—o0, 0),

prox € (0, 4+00),

il

L) = -1,
fi(0) =1.

pro x € (—o0,0),

pro x € (0, +o0),

4.3, Ze funkce f(x) = |x| nem4 v bodé O derivaci a %e D £
at

mXx prox € (—oo, 0) U (0, +00).

Podotknéme jeSt€, Ze vyskyt absolutni hodnoty ve vyjadfeni funkce mnohdy zplisobuje, ¥e funkce

v nékterych bodech nem4 derivaci. Ne

Priklad 4.13. Vypotététe derivaci funk

ReSeni. D = (~00, +00). Opét pouz
psét

fx) =
Odtud
f(x) = =24
fl(x)=2x

Vidime pfedeviim, Ze f'(0) = 0, a ted

Z4vérem si poviimn&me ndsledujici s
vlastni derivaci, ale tuto derivaci nen
soutinu — totiZ funkce |x| — nemd v

usi tomu ale tak byt vZdy, jak ukazuje nésledujici priklad. A

ce f(x) =x-|x|.

ijeme postupu, ktery jsme vid&li v pfedchozim ptikladg. MiiZeme

|

—x? pro x € (—o0, 0),

pro x € (0, +o00).

x2

pro x € (—o0, 0),

L) =0,

pro x € (0, 4+00), £ =0.

y Dy = (—00, 4-00). Celkem miZeme napsat
f'(x) =21x|.
kute¢nosti. Funkce f(x) = x - |x| m4 tvar soudinu, mé v bod& 0

niiZeme vypocist podle V&ty 4.1 bod c), nebot jedna funkce ze
bod€ 0 derivaci (coZ jsme vid€li v pfedchozim prikladg). A
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Jetedy Dpr = (—o0, —1) U (1, +00) 2
()

Piiklad 4.18. Vypo&téte derivaci funki

ReSeni. Dy = (—00, +00). Na z4kla
interval (n, n 4 1), kde n je celé (sama

a tudiz

f'(x) =n-2sinmxcos wx - T = 7n sin 2wx

Zbyvd tedy ur¢it f’ (n + 1). Pokusim
nejprve, Ze funkce f(x) je vbodé n +

fon+1)=
lim
x—(n+1
Dile
lim
x—=(n+1)—
odkud vyplyvd, Ze f/(n 4+ 1) = 0.1
vlastn{ derivaci i v kaZdém celodiseln
Dy = (—o0, +00) aZe

(.

)=

mn - sin 2wx
0

plati

-

ce f(x) = [x]sin%nx.

1

x/x2 -1

arccos —
x|

1)'

d€ naSich zkuSenosti s funkei [x] vime, Ze je vhodné uvaZovat
zfejm& miZe byt té€Z zdporné). Na tomto intervalu zfejmé je

f(x) = nsin’nx,

prox € (n,n + 1), fi(n) =0.
e se opét pouZit vétu o limit& derivace. Za tim Glelem ukaZme
1 spojitd zleva:

n+11si’nr+ D) =@m+1).0=0,
_f(x) = lim

nsinnx = 0.
x> (1)~

f'(x) = lim (wn-sin2mx) =0,
x->(n

+1)-

Na zdklad€ téchto vysledkd snadno vidime, Ze funkce f(x) md
ém bodé n, pficemZ plati f'(n) = 0. MiZeme tedy napsat, Ze

pro x € {n,n -+ 1),
pro x = n.

Chceme-li vysledek zapsat v hez&fm tvaru (uvédomte si, Ze na intervalu (n, n + 1) je [x] = n), mlZeme

psét

Priklad 4.19. Vypottdte derivaci funk

fx) =

Refent. Dy = (—00, +00). PouZijeme

f) =

f'(x) = n[x]sin2nx. A

CcE

1—x pro x € (—o0, 1),
1—=x)2~x) pro x € (1, 2),
—(2 —x) pro x € (2, 400).

> opét na8i osvédéené metody. MiZeme psét:

1-x pro x € (—o0, 1),
1—-x)2—x) pro x € (1, 2),
—2—-x) pro x € (2, 4o00).
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Odtud
fix)=-1 prox € (—oo, 1), iy = -1,
ffx)y=2x-3 pro x € (1, 2), i) =~1, fL.2)=1,
Flx) =1 prox € 2, 400),  fi(2) = 1.

Vidime ihned, Ze Dy = (—00, +00). Celkovy vysledek miZeme zapsat ve tvaru

-1 pro x € (—o0, 1),
flx)y=1{2x~3  pro x €(1,2),
1 pro x € (2, +00). A
Priklad 4.20. Vypottéte derivaci funkce
(x —a)*(x — b)* pro x € {(a, b),
rw =] e
0 vSude jinde.
ReSeni. Dy = (—00, +00). Poviimnme si, 7e mii¥eme napsat
0 pro x € (—o0, a),
f&x) =3 (—a)*(x — b)? pro x € {a, b),
0 pro x € (b, +00).
Odtud ziskdme ihned
Fx) =0 prox € (—00,a),  fl(a) =0,
fl) =2 —a)x —b)2x —a—b)  prox e (a,b), fi@ =0, f.(b)=0,
Fflix)y=0 pro x € (b, +-00), fi(b) =0.
Zase vidime, Ze Dy = (—o00, +00) a ¢elkovy vysledek miiZeme zapsat ve tvaru
, 2x +a)(x —b)2x —a —b) pro x € {a, b),
)= .
0 viude jinde. A

Piiklad 4.21. Vypoctéte derivaci funkice

f&x) =

|

In(1 + x)

ReSent. D; = (—00, +00) a opét miizeme napsat

f(x)={
Odtud
flex)y =1
oy 11
fx)= T+k

x
In(1 + x)

pro x € (—o0, 0),

pro x € (0, 400},

pro x € (—
pro x € (0, +00).

pro x € (—
pro x € (0, +00).

00, 0),

oo, 0},

L) =1,
[0 =1.



4.2 Pitklady.

153

Priklad 4.30. Vypoct&te derivaci funki

ce f(x) = (x — 2)arctg

prox # 2, f(2) = 0.

x—2
Resent. Ztejm& Dy = (—00, +00). Pro x # 2 dostdvdme
ry 1
"(x) = — 2) arctg ——— | = arct
1) (@ )ch_z) arctg —— +
1 1 1 x =2
-2 - = arct, — .
T )1+(;&i)2 ( (x—-2)2) 2 ¥ —4x+5

Vzhledem k pfiznivému tvaru funkce
definice.

L@ = lim

)= i

Tedy Dy = (—00, 2) U (2, +00).

f (x) bude vhodné jednostranné derivace v bod& 2 poéitat podle

f) -2 _ . T

A — -
Ty lmee =g,

M: lim arct: —I[_
x—2 e BT T

Piiklad 4.31. Vypottéte derivaci funkce f(x) = |In |x{|.

ReSeni. D = (=00, 0) U (0, +00). Finkce In x méni znaménko v bod& x = 1, takZe funkce In |x| bude

meénit znaménko v bodech x = —1ax
f@x) =]
Odtud
, 1
fx)= ;
, 1
Flx)=-=
x
1
flx)y=—=
x
, 1
Sx)y=~-
X

Vidime, 2e D = (—00, —1) U (—1,(
tvaru

Piiklad 4.32. Vypodtéte f© a £ fu

Refeni. UvaZovand funkce je zfejmé
Obecné snadno vidime, Ze m-t4 deriv
K vypoltu Sesté derivace pouzijeme L

= 1 (je to konetné sud4 funkce). Snadno vidime, %e
'ln(—x) pro x € (—oo, —1},
—In(—x) pro x € (—1,0),
~Inx pro x € (0, 1),
Inx pro x € (1, +o0).
pro x € (—o0, —1), fl=1)=-1,
pro x € (—1,0), fi(=H=1,
pro X € (01 1)$ fi(l) = _15
pro x € (1, +00), fr() =1.

) U (0, 1) U (1, +00). Celkovy vysledek miZeme napt. zapsat ve

f/(x) — SigH(IXI - 1) )

nkce f(x) = x(2x — 1)%(x + 3)3.

polynomerm stupné€ 6. Tedy Dy = Do = Dsm = (—00, +-00).
ice polynomu stupné n pfi m > n je rovna nule. Tedy f = 0.
eibnizovu formuli:




