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Teorie

Následuj́ıćı limity lze poč́ıtat př́ımo použit́ım exponenciálńıho triku, totiž postupem
využ́ıvaj́ıćıho větu o limitě složené funkce (u ńıž je pak třeba ověřit podmı́nky). Schemat-
icky lze zapsat

lim
x→a

fg = lim
x→a

eg ln f = e
lim
x→a

(g ln f)
.

Často se pro přehlednout ṕı̌se ey jako exp[y]. Tedy předchoźı řádek by vypadal

lim
x→a

fg = lim
x→a

exp[g ln f ] = exp
[

lim
x→a

(g ln f)
]
.

Limity typu 1∞

Ukážeme si, jak se tato metoda použ́ıvá na limity typu 1∞. To znamená, že poč́ıtáme
limitu lim f(x)g(x), kde lim f(x) = 1 a lim g(x) =∞. Velmi schematicky znázorněno:

lim
x→a

f(x)g(x) = lim
x→a

(1 + (f(x)− 1))g(x) = exp
[

lim
x→a

g(x) ln(1 + (f(x)− 1))
]

= exp

[
lim
x→a

g(x)(f(x)− 1)
ln(1 + (f(x)− 1))

f(x)− 1

]
= exp

[
lim
x→a

g(x)(f(x)− 1)
]
.

Při výpočtech je pak třebě několikrát použ́ıt a ověřit podmı́nky VOLSF.

Dodejme, že tento převod se dá odvodit i jednoduššeji s použit́ım limity limy→1
ln y
y−1 =

1, nebot’ (zkráceně psáno) plat́ı

lim fg = exp [lim g ln f ] = exp

[
lim

(
ln f

f − 1

)
· lim g(f − 1)

]
= exp [lim g(f − 1)] .

Hinty

α > 0, β > 0, c > 1:

lim
x→+∞

lnα x

xβ
= 0

lim
x→+∞

xβ

cx
= 0.

lim
x→0

ex − 1

x
= 1

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

lim
x→0

(1 + x)1/x = e

lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x
= e.
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ab = eb ln a ln a+ ln b = ln(ab) ln a− ln b = ln a
b

Př́ıklady

1. Spočtěte limity zadaných funkćı

(a)

lim
x→0

ln(1 + 3x)

x

(b)

lim
x→∞

x ln

(
1− 3

x

)
(c)

lim
x→1−

√
e2 − e2x

arccos x

(d) Vytkněte nejrychleji rostoućı člen
z logaritmu

lim
x→+∞

ln(x2 − x+ 1)

ln(x10 + x+ 1)

(e) Zbavme se odmocniny

lim
x→0

√
1 + x sinx− 1

ex2 − 1

(f) Vytkněte dominantńı člen z logar-
itmu

lim
x→∞

ln(x3 − arctan x)

ln(x2 + arctan x)

(g)

lim
x→∞

√
ln(x2 + 4)− lnx2

arccotg x

(h) Užijte vzorce pro logaritmus

lim
x→+∞

x [ln(x+ 1)− lnx]

2. (a)

lim
x→0

ln(1 + x2)

ln(1− x2)
(b)

lim
x→∞

x ln

(
1− 2

x2

)
(c) Vytkněte nejrychleji rostoućı člen

lim
x→+∞

ln(2 + e3x)

ln(3 + e2x)

(d)

lim
x→0

√
x sinx

ex2 − 1

(e) Užijte ax = ex ln a,

lim
x→0

ax − 1

x
,

kde a > 0.

(f)

lim
x→+∞

(
x2 + 1

x2 − 2

)x2
(g) Převed’te na základńı limitu

lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)

(h) Vytkněte...

lim
x→+∞

ln(1 +
√
x+ 3
√
x)

ln(1 + 3
√
x+ 4
√
x)

(i) Vytkneme dominantńı člen

lim
x→+∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
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3. Spočtěte limity

(a)

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x (b)

lim
x→∞

(
1− 2

x

)x (c)

lim
x→∞

(
1 +

2

x2

)x
4. Spočtěte limity

(a)

lim
x→1

(
1 + x

2 + x

)(1−
√
x)/(1−x)

(b)

lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

)(1−
√
x)/(1−x)

(c)

lim
x→+∞

(
x+ 2

2x− 1

)x2
(d)

lim
x→+∞

(
3x2 − x+ 1

2x2 + x+ 1

) x3

1−x

(e)

lim
x→π

4
+

[
tg
(π

8
+ x
)]tg 2x

(f)

lim
x→+∞

(
x2 − 1

x2 + 1

)x−1
x+1

(g)

lim
x→+∞

(
x2 + 2x− 1

2x2 − 3x− 2

)1/x

5. Spočtěte limity

(a)

lim
x→+∞

(
lnx+ 1

lnx

)lnx

(b)

lim
x→0

(
1 + x2

) 1
sin2 x

(c)

lim
x→0

(
1 + x2

)cotg 2x

(d)

lim
x→0

(1 + tg x)
1

sin x =

(e)

lim
x→0

(
1 + tg x

1 + sinx

)1/ sinx

(f)

lim
x→π

2

(sinx)tg x

(g)

lim
x→+∞

(
x+ a

x− a

)x
6. Necht’ funkce f má v bodě x0 limitu A ∈ R (limx→x0 f(x) = A). Ukažte, že pak

lim
x→x0

|f(x)| = |A|.

7. Najděte př́ıklad funkce (stač́ı obrázkem), která:
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(a) Nemá limitu v nekonečnu.

(b) Nemá limitu v č́ısle 3.

(c) Má limitu v 0 zleva, ale ne zprava.

(d) Má v nekonečnu limitu nekonečno.

(e) Má v nekonečnu limitu -2.

(f) Nemá limitu v 0, ale jej́ı absolutńı
hodnota ano.

(g) Neńı spojitá v 0.

(h) Je nespojitá v nekonečnu.

(i) Je nespojitá v nekonečně mnoha
bodech.

(j) Má limitu v nekonečnu a je ros-
toućı.

8. Rozhodněte, zda plat́ı:

ANO-NE Má-li funkce limitu, tak má i limitu zleva a zprava.

ANO-NE Má-li funkce limitu zleva a zprava, má i limitu.

ANO-NE Je-li funkce omezená, pak má limitu v nekonečnu.

ANO-NE Je-li funkce lichá, pak má limitu v 0.
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