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sin Sz

L (a) ilg(l) z
Reseni:
UZzijeme substituci y = 5z. Kdyz  — 0, potom také y = 5z — 0, a proto
plati:
sin bz siny

lim = lim —— =5 lim
z—=0 X y—0 E y—=0 y

MY _5.1-5.

Pouzili jsme VOLSF a podminku o vyhybédni se limité.

sin 322
I
(b) xl—rf%) .’L‘2
Reseni: . ) _ )
lim sin 3x _ limBs1n3&c VOAL 3.1=3
=0 12 0 32
VOLSF, podminka (P) a fakt, ze lim,_,¢ 322 = 0.
t
(c) lim B
-0 X
Reseni:
Pocitejme.
i 1 1
limtg—leimslnm =1--=1
z—=0 I z—=0 cos T 1
4
T
lim ——mM—
(d) Pt cos 4z2
Reseni:
4 212
x 1 (22%) voar 1 1
i —_— 5 — 1 —_— — — . 2 = —.
;13%) 1 — cos4z? 2504 1= cosdz? 4 2
VOLSF, podminka (P) a fakt, ze lim,.,g 222 = 0.
t
(e) lim g vz
=0+ /21
Resentf:
tg v . 1 tgvTvoar 1

lim lim

z—0+ 2r =—0+ \/i \/E \/§
VOLSF, podminka (P) a v/z — 0+ pro z — 0+.
. V1—cosz?
(f) lim —————

z—0 1 —coszx
Reseni:




)

Potitejme

. V1 —cosz? . V1 —cosz? 22 . x? . 1 — cosx? 1
lim —————— = lim = lim dim 4/ e =2
250 1—cosz 20 1l—cosz /z4 2-01—cosz 20 x4 V2

VOLSF, z? — 0 pro z — 0, (P).
VOLSF, vnéjsi funkce \/y — 1/v/2 pro y — 1/2, podminka (S).

: . l—z
lim arcsin
T—>00 +x
Reseni: lim iﬁ = —1, konkrétné —1+ (jdeme do -1 zprava). Z VOLSF,
T—0o0
spojitost arcsin v —14, pak mame
. . 1l—=z T
lim arcsin =——,
z—00 1+z 2
neb arcsin —1 = 3.
lim In ( _I )
z—0 sinz
Resenti:
. T
lim — =1
z—0 sinx

pak VOLSF, spojitost logaritmu v 1 dava

lim In (—x—) —0,

z—0 sinx

nebot limg_,; Inz = 1.
lim arccos (Vz2+z—z)
T—00

ReSeni: Prve upravme odmocniny

lim (V2?42 — )= lim !

X
Jim, o e 2

Z VOLSF a spojitosti arccos v bodé % mame

1
lim arccos (V2 + « — x) = arccos 5= T

T—r0oQ 3
lim z cotg 3x
x—0
Reseni: Poéitejme.

3 3 3 1
lim zcotg 3z = lim Q:COS z_ li ke =1.--=
z—0

1
im . -,
z—0 sindxr x—0sin3z 3 3 3

VOLSF, 3z — 0 pro z — 0, (P).



sinx

(k) lim

00 xT
ReSeni: Viimneme si, Ze poéitame limitu v co.
Protoze —1 < sinxz < 1 pro libovolné x € R, plati:

Z—300 sinx

1
0822 =<
X

1
< - > 0,
r Tz

a tedy musi byt podle véty o srovndn{ (=2 policajti).

. sinz
lim =0.
=00 I
. tgxr-—sinz
(1) lim g—3
z—0 sin” x
Reseni:
Pocitejme.
. tgx—sinz . sinz —sinxcosz ) 1 —cosz
hm—————_—g————:hm —3 zhmfz
z—0 sin” x z—0 SIn” rCcosx z—=0 SIn“xrcosx
Nyni vhodné rozsifime
]__
, ez 501 1
= l1m ) * = -——2‘ e ==
z—0 sin“z  cosx 1- 1 2
x
. sinbz — sin3x
(m) lim —
z—0 sinx
ResSent:
Zlomek roztrhneme na dva a vhodné roz§ifime.
. . . . in 5z sin 3z
. sinbx — sin 3x . sinbx .. sin3dz . Spoz L e 1 1
lim - = lim — —lim — =i 52_ .5 Jim 92 .3 = =.5—=.3 = 2.
z—0 sinzx z—0 sinz z—0 sinx z—0 S‘% z—0 % 1 1

VOLSF, vnitini funkce 3z a 5z, podminka (P).
CcOs T — CO8 3T
lim ————
(1’1) :cl—Ii% .732
ResSeni: Pfi¢teme a odelteme ,chytrou jedni¢ku“, zlomek roztrhneme na

dva a vhodné rozgifime.

. cost —cos3x . 1 —cosz — (1 — cos 3z) . l—cosz |, 1-—cos3z
lim —————— = lim — = —lim ———+Ilim —— =
z—0 z2 z-—0 z? z—0 x? z—0 xz?
1 1 —cos3zx 19
= i 9=—-+-=4
2 T2 T (30)2 23

VOLSF, vnitin{ funkce 3z, podminka (P).



(0)

lim tg 2ztg (f - a:)
T 4
Reseni: Nejprve si vyraz trochu zjednodusme.

sin2z sin (7 —z) sin(§—z) sin 2z

= lim

lim tg 2z-tg (E - x) = lim
=7 4

z—% cos2z cos (§ —x) =% cos2z '3:——>% cos (¥ —z)

S prihlédnutim k faktu, Ze sin § = 1 a cos0 = 1 dostaneme

= lim —2— 2L =
cos 2T

sin(%—x). sin2- % . sin(§ —z)
z—T  COos2% cos(y — %) z—

e

Nyni pro ndzornost pouzijeme substituci y = 7 — .

5 siny lim siny
= Im —————— = |I —— .
y—0cos2(§ —y) y—0cos(§ —2y)

Déle uzijeme soutovy vzorec cos(a — ) = cos acos § + sin asin f na jmeno-

vatel. . .
siny . siny

= lim = lim =
- T :
y—0cos 5 cos2y +sin5sin2y  y—-0sin2y

A nyni ptijde chytré rozsireni.

siny
. v 1 1
= lim — 55 = o
y—0 SIDZY 2 2
2y
. sinx —sina
lim —M——
r—a xr —Qq
ResSeni: Poditejme.
. sinz —sina . 2sin £5% cos fe . sin#F* z+a
lim ———— = lim = lim ——=—1im cos = 1-cos
x—a r—a z—a T —a r—a £§£ T—a

2sin?z +sinz — 1

lim —— :
z—Z 2sin“z — 3sinz +1

Reseni:

Trik je v pouzit{ metod na rozklad kvadratického trojélenu (tfeba pocitdnim
kofenti kvadratické rovnice nebo uhodnutim). Zde plati

. 2sin’z +sinz —1 . (2sinz — 1)(sinz + 1)
lim — - = lim - :
a—I 2sin?z — 3sinx +1 2—2 (2sinz — 1)(sinz — 1)

= -3

sinx—l—l_%+1
1
2

im — =
z—Zsine —1 -1

= Ccos a.



(r)

lim VI+tgxz—+/1+sing
z—0 a:3
Resent:

Pocitejme. Nejprve se vypordddme s odmocninami.

. VI+tgz—+/1+sinx  1l+tgz—1—sinz 1
lim 3 = lim 3 .
2—0 x 2—0 z VIFitgz++/1+sinz
Méme
i 1 voar 1
im - =" —,
e=0/T+tgz++/1+sinz 2
Pro druhou limitu pak plat{
lim tg x —sinz _ lim % —sinx — lim sinz — sinzcos
z—0 23 z—0 3 z—0 x3cosz
. sinz(l — cosx) . sinzl—cosz 1 1 1 voarl
lim = lim =1-=.= =" =
20 x3cosx z—=0 T z?2  cosz 2 1 2
Celkem pro piivodnf limitu dostaneme z VOAL %.
lim 2
=0 /1 4+ xsinz — \/coszx
Reseni:
Poéitejme. Nejprve se vypofadame s odmocninami.
) z2 ) x? V1+ zsinx + /cosx
lim = lim - .
z—0 \/1+xsin:1:—\/cos:1: =01+ xsinx — cosx 1
i z2 V1+ zsinz + (/cosz
= i1 .
z—0 1+ rsinx — cosx 1

L 1 \/1—|—:zsinm+\/cosm__1_ 1 V1+ zsinz + /cosz
- ﬂlcl_I)% 1+xsinxz—cosx. 1 - x{i% 1—-;:osx + si;m ) 1
1 1 4
VO:ALQ.I :2..3.:5_
3+1 3
sinmzx
lim — ,kde m,n € N
-7 Sinne
Reseni:

Substituujeme y = z — 7. Jestlize z — m, potom y — 0, a tedy plati.

. sinmzx . sinm(y+m) . sin(my + mm)
lim — = lim ———= = lim —————=* =
z—=m sinnz  y—0 sinn(y+7)  y—0 sin(ny + nw)




Nyni pouzijeme souétovy vzorec sin(a + §) = sinacosf + sinfScosa a
pfihlédneme k faktu, Ze cosmm = (—1)™ a sinmn = 0 pro libovolné m
pfirozené.

sinmycosmm +sinmwcosmy .. (—1)™sinmy

= lim — - = lim -
y—0 sinny cosnm + sinnw cosny y—0 (—1)"sinny

Nyni jrozsifime, pouzijeme vétu o aritmetice limit a VOLSF:

(_ )m sin my

= lim ————-Y . m_ (_1)771*”@
y=0 (=1)nSiny n n
ny

arctan =
(u) lim ——
z—oo arccot x

ReSeni: lim; .o arctan = 7, lim;_, arccot = 0+. Pak

arctan z g
im ———— = = = 0.
z—o0 arccot x 0+
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