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http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼kuncova/
kytaristka@gmail.com

Teorie

Definice 1. Necht’ M ⊂ R. Č́ıslo s ∈ R splňuj́ıćı

• ∀x ∈M : x ≤ s,

• ∀s′ ∈ R, s′ < s∃x ∈M : x > s′,

nazýváme supremem množiny M .

Definice 2. Necht’ {an}n∈N je posloupnost reálných č́ısel. Pak definujeme

lim sup an :=

{
limn→∞ sup{ak; k ≥ n}, jestliže je an shora omezená

∞, jestliže je an shora neomezená.

Tuto hodnotu nazýváme limes superior posloupnosti {an}n∈N. Obdobně definujeme
limes inferior posloupnosti {an}n∈N předpisem

lim inf an :=

{
limn→∞ inf{ak; k ≥ n}, jestliže je an zdola omezená

−∞, jestliže je an zdola neomezená.

Definice 3. Necht’ {an}n∈N je posloupnost reálných č́ısel. Pak A ∈ R∗ nazveme hro-
madnou hodnotou posloupnosti {an}, jestliže existuje vybraná posloupnost {ank

}k∈N
taková, že limk→∞ ank

= A. Množinu všech hromadných hodnot znač́ıme H({an}).

Věta 4. Necht’ {an} je monotónńı posloupnost reálných č́ısel. Pak existuje limn→∞ an.

Věta 5 (O limitě vybrané posloupnosti). Necht’ {an}n∈N je posloupnost reálných č́ısel a
necht’ limn→∞ an = A. Necht’ posloupnost {bk}k∈N je vybraná z posloupnosti {an}n∈N.
Pak limk→∞ bk = A.

Rekurentńı posloupnosti

1. Ověř́ıme, že je posloupnost dobře zadaná (neděĺıme 0, pod odmocninou neńı
záporné č́ıslo . . . ).

2. Ukážeme, že je posloupnost monotónńı (= (ne)klesaj́ıćı nebo (ne)rostoućı). Ob-
vykle indukćı řeš́ıme zda an ≤ an+1 (nebo an ≥ an+1) či an

an+1
≤ 1 ( nebo an

an+1
≥ 1).

3. Ukážeme, že posloupnost je omezená.

4. Spočteme limitu pomoćı věty o limitě vybrané posloupnosti.
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Hinty

AG nerovnost: pro x1, x2, . . . , xn ≥ 0 plat́ı

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn

Př́ıklady

1. Spočtěte limitu rekurentně zadané posloupnosti

(a) a1 = 0, an+1 = an+3
4

(b) a1 =
√

2, an+1 =
√

2 + an

(c) a1 > 0, an+1 =
1

2

(
an +

1

an

)
. Dokažte, že lim

n→∞
an = 1.

2. Najděte suprema a infima následuj́ıćıch množin v R:

(a) N
(b) (0; 2]

(c) (0; 1) ∩Q
(d) {x ∈ Z;x ≥ −

√
6}

(e) {(−1)n
√
n;n ∈ N}

(f) {arctan x;x ∈ R}

(g)

{
1− 1

n
;n ∈ N

}
(h)

{
1 + (−1)n

2
;n ∈ N

}
(i)
{

cos
nπ

2
;n ∈ N

}
(j) {(−1)nn;n ∈ N}

3. Spočtěte limitu, neexistuje-li, najděte limes superior a inferior a hromadné body

(a) lim
n→∞

sin
(
n
π

4

)
(b) lim

n→∞
3

(
1− 1

n

)
+ 2(−1)n

(c) lim
n→∞

2n2 + 2n+ n sin 2n

n cos 3n+ (2n+ sin 4n)2

(d) lim
n→∞

(−1)n−1
(

2 +
3

n

)
(e) lim

n→∞

(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2

(f) lim
n→∞

1 +
n

n+ 1
cos

nπ

2

(g) lim
n→∞

1 + 2(−1)n+1 + 3 · (−1)
n(n−1)

2

(h) lim
n→∞

(cosπn)n

(i) lim
n→∞

−n[2 + (−1)n]

(j) lim
n→∞

2n(−1)n

n+ 1
+

n
√

2

Opakováńı

4. Spočtěte limity

(a) lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n

(b) lim
n→∞

sinn

n

(c) lim
n→∞

√
1

n2
− 1

n

(d) lim
n→∞

n3 + n+ 1

nα
, α ∈ N
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(e) lim
n→∞

(n+ 1)2 + (3n+ 2)4

nα + n4
, α ∈ N

(f) lim
n→∞

(n− 2)4 − (n2 + 1)2

nα + n2
, α ∈ N

(g) lim
n→+∞

nα
(

3
√
n2 + 1− 3

√
n2 − 1

)
,

kde α ∈ R
(h) Určete a, b ∈ R tak, aby

lim
n→∞

(
3
√
n3 − n− an− b) = 0

(i) Určete α > 0 tak, aby
následuj́ıćı limita byla vlastńı

lim
n→∞

(nα + 1)3 + α(−1)n

n2(
√
n2 + 1− n)

(j) lim
n→∞

(
√

4n2 − n− 2n)

(k) lim
n→∞

(n+ 2)! + (n+ 1)!

(n+ 2)!− (n+ 1)!

(l) lim
n→∞

(1 + sinnπ)

Bonus

5. Uved’te př́ıklad množiny, která má supremum, ale nemá maximum. Uved’te
př́ıklad množiny, která má infimum, ale nemá minimum.

6. Necht’ A,B ⊂ R. Co lze ř́ıci o supremu a infimu následuj́ıćıch množin ve vztahu k
supA, supB a inf A, inf B?

(a) A ∪B
(b) A ∩B
(c) A \B
(d) A4B

(e) −A = {a, a ∈ A}
(f) A+B = {a+ b, a ∈ A, b ∈ B}
(g) A−B = {a− b, a ∈ A, b ∈ B}
(h) A ·B = {a · b, a ∈ A, b ∈ B}

7. (a) Necht’ M je konečná množina přirozených č́ısel. Najděte posloupnost an
takovou, že jej́ı množina hromadných bod̊u je rovna M .

(b) Najděte posl. an takovou, že jej́ı množina hromadných bod̊u je rovna N∪∞.

(c) Ukažte, že nelze naj́ıt takovou posloupnost, aby množina jej́ıch hromadných
bod̊u byla rovna N.
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Figure 1: https://www.pinterest.com/pin/364369426094614677/
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