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Teorie
Definice 1. Nechtf M c R. Cislo s € R spliujic
o Vx e M: x <s,
eV eR, s’ <sdxeM: x> 5,
nazyvame supremem mnoziny M.
Definice 2. Necht {a,}nen je posloupnost redlnych ¢éisel. Pak definujeme

lim;, o0 sup{ag; k > n}, jestlize je a,, shora omezeng

lim sup a,, := S ,
0, jestlize je a, shora neomezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {ay}nen. Obdobné definujeme

limes inferior posloupnosti {ay, }nen predpisem

L lim,, o inf{ax; k > n}, jestlize je a, zdola omezend
liminf a,, :=

—00, jestlize je a, zdola neomezena.

Definice 3. Necht {a,}nen je posloupnost redlnych ¢isel. Pak A € R* nazveme hro-
madnou hodnotou posloupnosti {a,}, jestlize existuje vybranad posloupnost {an, }ren
takova, ze limy_ o0 an, = A. Mnozinu vSech hromadnych hodnot zna¢ime H ({ay}).

Véta 4. Nechf {a,} je monoténni posloupnost realnych éisel. Pak existuje limy, o0 ay.

Véta 5 (O limité vybrané posloupnosti). Necht {a, },en je posloupnost redlnych éisel a
necht lim, o a, = A. Necht posloupnost {by}ren je vybrand z posloupnosti {a, }nen-

Rekurentni posloupnosti

1. Ovétime, Ze je posloupnost dobie zadand (nedélime 0, pod odmocninou neni
zaporné ¢islo ... ).

2. Ukéazeme, 7Ze je posloupnost monoténni (= (ne)klesajici nebo (ne)rostouci). Ob-

vykle indukei Fesime zda a,, < an41 (nebo a, > apy1) €l a:il <1 (nebo #11 >1).

3. Ukéazeme, ze posloupnost je omezena.

4. Spocteme limitu pomoci véty o limité vybrané posloupnosti.
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Hinty
AG nerovnost: pro z1,xo,...,x, > 0 plati

T1+ T2+ -+ Ty

> Yxi1xe - Xp

n
Priklady
1. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti
(a) a1 =0, a1 = a"TH’

(b) Cle\/iv an+1 = V2 +an

1
(¢) a1 >0, apy1 = = (an + > . Dokazte, ze lim a, = 1.

2 n n—00

2. Najdéte suprema a infima nésledujicich mnozin v R:

N (&) {(~1)"Vmn €N} {1+ neN}

)
b) (0;2] (f) {arctan z;z € R}
(¢) (0;1)NQ ) (1) {cos nEN}
(d) {w € Z;z > —V/6) <@{1—M”€N} () {(~1)"n;n € N}
3. Spoctéte limitu, neexistuje-li, najdéte limes superior a inferior a hromadné body
L ™ . n nm
(a) nl;n;o sin (nz) (f) nl;ngo 1+ LT
3 ]' n n(n—
(b) Jim 3 (1 - n> +2(=1) (2) lim 1+2(-1)"*1 3. (-1)" %
2 .
(c) lim 2n” + 2n + s 2n (h) lim (cosmn)n
n—oo n.cos 3n + (2n + sin4n)? n—00
(d) lim (_1)n—1 (2 + 3> (1) nh%n;o —n[2 + (—1)”]
n—00 n
D 1 NN T I
lim 22—
(©) Jim = ) i, =5+ V2
Opakovani
4. Spoctéte limity
: 1\" , 11
(wﬁﬁ@*w> © Imye
. 3 1
(b) lim 2" (@) lim 22T N
n—oo M n—00 ne
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(n+1)%+ (3n +2)* (i) Urcete o« > 0 tak, aby

(e) lim 1 ,a €N . D ,
n—00 n*+n nasledujici limita byla vlastni
« 3 n
. (n=2)t = (n2+1)? i 0+ 1D+ a(-1)
(f) lim o T2 ya €N ns0 n2(Vn2 + 1 - n)
(g) lirf n® (I\S/n2+1— %/n2—1>, §)) ILm (V4n?2 —n —2n)
n—-—+0o0 n—oo
kde o € R 21 1)!
’ (k) lim n+2)!'+(n+1)
(h) Urcete a,b € R tak, aby n—oo (n+2)! — (n+ 1)!
ILm (Vn3—n—an—1b) =0 (1) ILm (14 sinnm)
Bonus

5. Uved'te piiklad mnoziny, kterd ma supremum, ale nemé maximum. Uvedte
priklad mnoziny, kterd ma infimum, ale nema minimum.

6. Necht A, B C R. Co lze Fici o supremu a infimu ndsledujicich mnozin ve vztahu k
sup A, sup B a inf A, inf B?

(a) AUB (e) —A={a,a € A}

(b) ANnB (f) A+ B={a+b,ac Abec B}
(¢c) A\ B (g) A—B={a—b,ac A,be B}
(d) AAB (h) A-B={a-bac A be B}

7. (a) Necht M je koneénd mnozina pfirozenych ¢isel. Najdéte posloupnost a,
takovou, Ze jeji mnozina hromadnych bodu je rovna M.

(b) Najdéte posl. a,, takovou, ze jeji mnozina hromadnych bodu je rovna NU co.

(c¢) Ukazte, Ze nelze najit takovou posloupnost, aby mnozina jejich hromadnych
bodu byla rovna N.
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FIBONACCHOS

Figure 1: https://www.pinterest.com/pin/364369426094614677/
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