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Resenf: Uzijeme opakované vétu o aritmetice limit, promyslete si, kde
presné.

= = lim =
nSoo nS — 6n2 + 4 moo nS(1— G Ay Gim, L (1 - 5 +

- limp o0 2 + limy, 00 ,‘1271' — limp 00 n_75 . 2+0-0

B limp oo 1 — limy, oo 563 + limy o0 i}g T 1-0+40

. bn?4n—5
lim —————=
n—soco 1348
Reseni: Opét véta o aritmetice limit, ale uz to nebudeme rozepisovat
o nP+n-5 A (241
lim ———— = lim .
n—oo M3 4+ 8 n—oo pd (1 +

~ %) _04+0-0
5 1+0
. Vn2-sin(n!)
lim ————~
n—00 n+1

ReSeni: Funkce sinus je omezens, tedy:

3 2 3 2. . 1 3 2
0= lim (=1). L < p YR2osinlh) 0 Ve?
—00 n+1 n—00 n-+1 n—co -+ 1
)
F I 1+2+...+n n
SO\ ngrolo n -+ 2 2

Reseni: pousitim vztahu 1+ 24 .- 4+ n = n(n +1)/2 mame

, 1+2+...+n =n . nin+1) n
lim { ———————— — —} = lim iz "5 =

n—oo n -+ 2 2 n—00 n+4 2

) n(n+1) —n(n +2) ) —n) 1

= = ] —_— _——

nh—{{olo { 2(77, + 2) nl)néo 2(7}, + 2) 2

Sb (e)
. {12+22+...+n2}

- lim 3
n-—»c0 n

Redeni: pouzitim vatahu 12 + 22 + . 4 n2 — n{n +1)(2n + 1) méme

i (A4 1/m)(2 4 1/n)

n—oo 1

n-—r00 n3 n—o0 n3

=(1+0)(2+0) = 2.

24224 4 1)(2
i {1 +2°+ ... +n }: lim {n(n+ ) n—i—l)}



@ (8)
@ (h)

(%) (i

(n 4 4)100 — (p, 4 3)100
n—00 (n -+ 2) 100 . ;100

Reseni: Roznédsobime zdvorky podle binomické véty a nebudeme se zbytetns
trdpit s malymi mocninami:

tim (n'% +100 - 4n% 4 )10 4 100 - 309 1 ...) ol P L
rimso0 (199 4100 - 2799 4 - --) — 100 Tl n®( ) T 3
1 n
Tor A8 delal, b < 1

im
n—oo I 4+ b+4 ...+ pn’
Reseni: Stadf si uvédomit, jaky je soudet geometrické fady a véta o arit-

metice limit...: 3% oo™ = 1. Limita vyjde: L=

=~ 1
Dy e
Resent: Pouzijeme trik:
o1t
kk+1) k k+1
. Nyni aplikovéno na limitu ziskéme:

n

1 11 1 1 1
i =]l LIl
nlggo;k(kﬂ) 53 gtz Tat

Ocdsek sumy je malicky (jde k nule), a viechny ¢leny kromé jednicky se
sezerou... Tedy vysledek je roven 1.

) 1 1 1
anéo(l*ﬁ)(l_éf)”'(l_ﬁf)

Reseni: PouZijeme opdt trik:

1 k-1 (k-1)(k+1)

e TE T 2
KdyZ si nynf limitu rozepfdeme, zaénou se nam zavorky navzdjem kratit s
jmenovateli a zbyde ndm 1/2 a maly zbytek. Tedy limita je rovna 1/2.

135 2n—1

n0s 246 on




Reseni: Resime na zdkladé znalosti nerovnosti:

1 2n —
g 135 2no1_ 1

n+0 246  2n  — ang1

coz jde k nule. Zespoda je limita také omezend, vie je kladné. Cili celkem
je rovna 0.
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Priklady
1. (a) Najdéte suprema a infima nésledujicich mnozin v R:
N inf=1 supneexistuje
(0;2] iInf=0 sup=2
(0,1)NQ inf=0 sup=1
{r€Zjz>-V6} inf=-2 sup neexistuje
{{(-=1)"vn;n € N}  inf neexistuje sup neexistuje
{arctan ;2 € R} inf= —7/2 sup= /2

. : m
nli}n;o sm(nz)
Resenf: Najdeme vybrané podposloupnosti s riznymi limitami. Kup#ikladu
pro n délitelnd 8 ziskdme sin(27) = 0, zatimco pro n, kterd maji po délen{
8 zbytek 2 ziskdme sin(1/27) = 1. TakZe méme 2 riizné podposloupnosti
s rlznymi, dosti vzddlenymi limitami. Stad{ pouzit Vétu o limité vybrané
posloupnosti. Jiny zptisob je pouzit Bolzano—Cauchyho podminku: zvolime
€ < 1 a najdeme protipiikladovd ng pomoc{ uvahy vyse.

)
@ Jm YT

Reseni: Jednak kdyZ se podivdme na tdlohu, maZeme zkusit odhadnout
limitu. Odmocnina zmensuje rozdily, takze mtzeme doufat, Ze rozdil se
bude zmensovat a limita pjde k nule. A ted formalns - roz§ifime vhodnym
zlomkem tak, abychom se zbavili odmocnin:

i VT Ym e (e g (DY YR TTYR A
nlggo et \/ﬁ—nlglélo( n+1-Vn) (n+1)2/3 + In+1¥n+n2/3
1

= lim ntl-n = lim " nil3 =
oo (n+ 123 4 Yt 1Y +n2/3 oo n2/3 Yre2ed+ifielen
n n n

0
el :O
VT+0+0+ YT +04+1

Uvédomime si, ze jsme pouzili Vétu o aritmetice limit.



(éc() (©)

(d)

(e)

lim (~1)"v/n(vn +1 - v/n)

n—00

Reseni: Nejprve se soustfedime na sudé ¢leny a zlomek roz&{fime:

N e 2 2
lim (Vn2 +n—Vp2) Y dntvn® o ni4n-—n?
n—o0 V2 +n+vVn2  noco /p2 Lo /2
n 1 1 1
lim — =

n—roo 1 /1+%+\/T VIFO0+1 2

Pro liché ¢éleny spoéftdme limitu Uplné stejné, vyjde ndm —~1/2. Cili limita
neexistuje.

lim v/n3+1—/n2+1
n—+0o0
Budeme pracovat se zlomkem:

lim {/(n3 +1)2 — ¢/(n? + 1)3

n—oo

Ten rozéffime, aby ndm zmizela Sestd odmocnina. Méla by vyjit 0.

lim 3 (1 = %) +2(=1)"

n—o0

Reseni: Rozdélime Opét na sudé a liché ¢leny:

1
lim 3(1+=)+2=3+2=5
n

00

, 1

m 3(14+=)-2=3-2=1
n—ro0 n

Cili opét mame dvé rizné limity, ale jedna posloupnost nemtize mit 2 limity.
Tedy limita neexistuje.

i Vn?+7-n2¥1
nl)n(}o ‘3/712 + — ’3/77«2

ReSeni: Rozdiffme jmenovatel tak, abychom podle vztahu (A — B)(A?% +
AB+ B%) = A3 — B3 odstranili odmocninu ve jmenovateli. Rozs{f{me &itatel
tak, abychom podle vztahu (A — B)(A% 4+ AB + B2) = 43 — B3 odstranili
odmocninu v &tateli. Vzniklé odmocniny se jiz nebudou odeéftat.

i VPAT = VT AT + Yl E TP + T T I
I . ‘
T+ 00 3/7’1,2—{— - ,3/n2 \C*/(n2+7)2+ \3/77»2—}‘1\3/’)12—}-7—{- \3/<77,2+1)2

2



(4

3.

VP62 VP 6+ Y2
Y02+ 62+ Vn2n? 16+ Y22
6 V(02 +6)2 + Vn2Vn? 16+ {/(n?)2 _ o lei41

~ lim - =l =
nreb YA+ VP F 1Y £ T+ (Pt 12 14141

(Uvedomte si, ze &itatel i jmenovatel maji nejvétsi mocninu n?/3, maji tii
stitance a ve v8ech je u koeficientu n4/3 jednicka. Anebo poctivé vytknate
n/3 v Gitateli i jmenovateli a proved'te limity — dostanete tri jednicky v
Citateli i jmenovateli.)

(g)

. 2n2 4 2n + nsin 2n
fim -
n—00 11.c08 31 + (2n + sin 4n)?

Reseni: Goniometrické funkce Jsou omezené, a tedy nezajimavé. Nejvice
rostouct ¢len je v ¢itateli i jmenovateli n?, vytkneme jej tedy:

. 2n2 + 2n + nsin 20 . n? 2+42/n+ (sin2n)/n
lim - = lim -— - 5
nteo ncosdn + (2n +sindn)?  n—too n2 (cos3n)/n + (2 + (sindn)/n)?
1 24040 1
S 1o0+22 2

cos cokoliv
n

Limity typu 2 Cj’lkouv, konverguji k nule podle véty ” omezens posloup-

nost krat nula”.
Pro jaké posloupnosti (a,) existuje lim (=D a, ?
n—+oo

Reseni: Pokud je an > 0, pak limita existuje, pravé kdyz lim an = 0.

Jestlize lim a, = 0, potom lim(—1)"a,, = 0 podle véty o limité soudinu omezené
posloupnosti a posloupnosti jdouc! k nule (Jednoduchy disledek véty o dvou poli-
cajtech).

Jestlize lima, # 0, pak existuje € > 0 tak, 7e pro vSechna n > ng, kde ng je
néjaké prirozené ¢islo, je an > €. Potom ale |a, — @n+1| > 2¢ a neni tedy splnéna
Bolzano-Cauchyova podminka pro konvergenci posloupnosti.

2. Pokud a, sti{dd znaménka, pak rozlisime dva piipady.
a) lima,, = 0. Potom lim(—1)"a,, = 0 ze stejného divodu jako vyse.

b) lima, # 0. Pak existuje € > 0 tak, Ze pro vechna n > ng, kde no je néjaké
prirozené ¢islo, je |a,| > €. Protose limitou nemdse byt podle piedpokiadi
nula, pak, mé-li posloupnost (—1)"a, limitu mft, musi od néjakého indexu ny
(pfedpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, ze ny > ng) prestat stiidat znaménka. Z
toho plyne, ze od indexu n; lze psit a, = (—1)"by, kde posloupnost b, od indexu
n1 je stdle kladnd nebo zdpornd. Potom lim(—1)"a,, existuje préve tehdy, pokud
existuje lim b, (z podobného divodu jako v 1. &isti pfikladu).



