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Teorie

Definice 1. Necht’ g : (a, b)→ R, h : (c, d)→ R jsou funkce. Rovnici tvaru

y′ = g(x)h(y)

nazveme ODR se separovanými proměnnými. Počátečńımi podmı́nkami rozumı́me rovnici
y(x0) = y0.

Lemma 2. Necht’ y1(x) = (a, x0)→ R, y2(x) = (x0, b)→ R jsou řešeńı rovnice

y′ = F (x, y). (1)

Necht’ limx→x0− y1(x) = y0 = limx→x0+ y2(x). Necht’ F (x, y) je spojitá v bodě (x0, y0) ∈
R2. Pak funkce

y(x) =


y1(x), x ∈ (a, x0),

y0, x = x0,

y2(x), x ∈ (x0, b)

je řešeńım rovnice v celém (a, b).

Věta 3. Necht’ a, b, c, d ∈ R∗, a < b, c < d. Necht’ h : (a, b) → R je spojitá a
g : (c, d)→ R je spojitá a nenulová. Necht’ [x0, y0] ∈ (a, b)× (c, d).

Označme

H(x) =

∫ x

x0

h(t) dt, x ∈ (a, b),

G(y) =

∫ y

y0

1

g(t)
dt, y ∈ (c, d).

Potom existuje právě jedno maximálńı řešeńı y rovnice y′ = g(y)h(x) splňuj́ıćı podmı́nku
y(x0) = y0. Definičńım intervalem I tohoto řešeńı je maximálńı interval ze všech inter-
val̊u tvaru (x0 − δ, x0 + η), které splňuj́ı (x0 − δ, x0 + η) ∪ (a, b) a

H(x) ∈ G((c, d)), x ∈ I.

Př́ıklad

y′ = 3
√
y2

1. Pracujeme s funkcemi g(y) = 3
√
y2, h(x) = 1.

Řešeńı hledáme na intervalech x ∈ I = (−∞,∞).

Stacionárńı řešeńı je y ≡ 0.

Intervaly, kde je g nenulové (ale definované), jsou J1 = (−∞, 0) a J2 = (0,∞).
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2. Po zintegrováńı obou stran rovnice, dostáváme

3 3
√
y = x+ C.

Označme G(y) = 3 3
√
y, H(x) = x.

3. (a) Zafixujeme intervaly J1 = (−∞, 0), I = R a konstantu C ∈ R.

Hledáme takové x ∈ I, aby

H(x) + C ∈ G(J1).

V tomto př́ıpadě je
G(J1) = (−∞, 0).

Potřebujeme tedy, aby
x+ C < 0,

tedy
x < −C.

Pro taková x vyjádř́ıme y:

y =

(
x+ C

3

)3

.

(b) Opět zafixujeme intervaly, tentokrát J2 = (0,∞), I = R a konstantu C ∈ R
(může to být jiná konstanta než v předešlém př́ıpadě).

Opět hledáme takové x ∈ I, aby

H(x) + C ∈ G(J2).

V tomto př́ıpadě je
G(J1) = (0,∞).

Potřebujeme tedy, aby
x+ C > 0,

tedy
x > −C.

Pro taková x vyjádř́ıme y:

y =

(
x+ C

3

)3

.

4. Máme tedy r̊uzná řešeńı:

(a) y = 0 pro x ∈ R (stacionárńı řešeńı);
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(b) y =
(
x+C
3

)3
pro x ∈ (−C,∞), kde C ∈ R;

(c) y =
(
x+C
3

)3
pro x ∈ (∞,−D), kde D ∈ R.

5. Přicháźı čas lepeńı. Když se pod́ıváme na p̊uvodńı diferenciálńı rovnici, tak je
vidět, že bychom rádi našli řešeńı (pokud možno) na celém R. Stacionárńı řešeńı
toto splňuje, daľśı řešeńı ovšem nikoli.

(a) Mějme tedy y =
(
x+C
3

)3
pro x ∈ (−C,∞), kde C ∈ R.

Potřebujeme naj́ıt řešeńı, které bude definované na (−∞,−C), v bodě x =
−C bude mı́t stejnou hodnotu, a nav́ıc se tato dvě řešeńı napoj́ı hladce (bude
tam existovat derivace - nebude tam zub).

Limita funkce

lim
x→−C+

(
x+ C

3

)3

= 0.

Zkusme to nalepit se stacionárńım řešeńım, tedy s funkćı y = 0 pro x ∈
(−∞,−C).

Máme
lim

x→−C−
0 = 0,

hodnoty se tedy shoduj́ı.

Lemma (na začátku textu) pak zajist́ı, že toto napojeńı je hladké.

Můžeme tedy definovat nové řešeńı

y1(x) =


0 x ∈ (−∞,−C),

0 x = −C,(
x+C
3

)3
, x ∈ (−C,∞).

(b) Stejným zp̊usobem se dá nakombinovat funkce

y2(x) =


(
x+C
3

)3
, x ∈ (−∞,−C),

0 x = −C,
0 x ∈ (−C,∞).

(c) T́ım jsme pořád nepostihli všechny kombinace, ještě je tu funkce

y3(x) =



(
x+D
3

)3
, x ∈ (−∞,−D),

0 x = −D,
0 x ∈ (−D,−C).

0 x = −C,(
x+C
3

)3
, x ∈ (−C,∞),

kde D > C.

6. Řešeńım jsou pak funkce y1, y2, y3 a stacionárńı řešeńı y = 0, všechny definované
na R.
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