XIV. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

XIV.1. Zakladni metoda reSeni

Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi je rovnice tvaru

¥ =g(h(x). (5)
Metoda reSeni pro g a & spojité na svych defini¢nich oborech

1. Ur¢ime maximdln{ oteviené intervaly obsazené v defini¢nim oboru funkce /. (Tim mdme vymezeny maximdlni intervaly,
na kterych miZeme hledat feSeni.)

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je funkce y(x) = c tzv.
singuldrnim (téZ staciondrnim) feSenim rovnice (5).

3. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

4. Vezmeme interval I z 1. kroku a interval J ze 3. kroku. Tedy /4 je na I spojitd a g je na J spojitd a nenulova. Budeme
hledat feseni rovnice (5), jejichZ defini¢ni obor je obsaZen v intervalu / a majf hodnoty v intervalu J. Je-1i y takové feSeni, pak
pro kazdé x € D, plati

/
yx) hx),
g(y(x))
Necht' H je primitivni funkce k funkci /4 na intervalu / a G je primitivni funkce k funkci 1/g na J. Potom existuje konstanta
C € R takova, Ze plati

Gy(x)) =H(x)+C
na defini¢nim oboru feseni y, ktery nalezneme v nésledujicim kroku.
5. Nyni zafixujeme C a nalezneme maximalni neprazdné oteviené intervaly obsaZzené v mnoziné
{xel; Hx)+ C € G(J)}.
Na kazdém z téchto intervalil feSeni mus{ mit tvar
y(x) = GTH(H(x) + C),

kde G~! zna&i funkci inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot’” G je na intervalu J bud’ rostouci nebo klesajici.

6. Z teseni nalezenych v 5. kroku a singuldrnich feSeni z 2. kroku ,,slepime* v§echna maximalni feSeni rovnice (5). Necht’
¥1 a y2 jsou feseni rovnice (5), prvni na intervalu (a, b) a druhé na intervalu (b, ¢), pfiCemz b € Dy,. Predpoklddejme, Ze

li = i =a € Dy.
Jimyi(x) = lim ya(x) =o€ Dy

Pak funkce
yi(x), xe(ab);
y(x) =1 «, x = b;
y2(x), x € (b,c);

je fesenim rovnice (5) na intervalu (a, ¢).

XIV.2. Autonomni diferencialni rovnice

Autonomni diferencidlni rovnice jsou diferencidlni rovnice nezdvisejici explicitné na proménné x (na ,,Case*). Autonomni dife-

Vv

rencidlni rovnice prvniho fddu vyfeSend vzhledem k nejvyssi derivaci je tedy rovnice tvaru

y'=g). (6)
Véta 6. KaZdé reseni rovnice (6), kde g je libovolnd funkce, je monotonni.
Pozndmka. Je-li funkce y feSenim rovnice (6) na intervalu (a, b), pak pro kazdé ¢ € R je funkce x > y(x+c),x € (a—c,b—c),
rovnéz jejim feSenim.
Lemma 7. Necht' a,b € R, a < b, funkce g je spojitd a kladnd na {(a,b) a md v bodé b zleva kladnou limitu. Pak | : é

konverguje.

Lemma 8. Necht’ funkce g je spojitd na (a,b), kladnd na (a,b), g(b) = 0 a g’_(b) existuje viastni. Pak |, ab é diverguje.



