12. cviceni — vzorové priklady
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/, kunckbam@natur.cuni.cz

Algoritmus

1. Zkontrolujeme stupné polynomu, piipadné podélime
2. Zkontrolujeme, zda nejdou rozlozit kvadratické trojcleny
3. Rozlozime na parcidlni zlomky

4. Zintegrujeme

Priklady
Urcete primitivni funkci k danym funkcim:
2¢ + 3
1. =
1@ = G =9)@+9)
Reseni:

Rozkladem na parcidlni zlomky muzeme postupovat nasledovné: hleddame koefi-
cienty A, B tak, aby
2043 A B

@—2)@+5) -2 245

Pienasobenim této rovnice (x — 2)(x 4 5) dostaneme rovnost
20 +3=A(x+5)+ B(z —2)

Rovnost plati pro kazdé . Dosazenim x = 2 dostaneme, ze 7 = 7TA + 0, a tedy
A = 1. Dosazenim x = —5 dostaneme, ze —7 = —7B, a tedy B = 1. Odtud
vyplyva, ze

2z + 3 1 1 C
————dz = d —— dr=Inz—2|+1 5
/($—2)(m+5) x /1:_2 x+/$+5 x=1In|r—2|+In|x+ 5|

x
2. f(x):x3—3x+2

ResSeni:

Protoze stupen polynomu v ¢itateli je mensi nez stupen polynomu ve jmenovateli,
neni potfeba zlomek pred rozkladem na parcialni zlomky upravovat.

Nejprve najdéme rozklad jmenovatele. Uhodneme, Ze ¢islo 1 je kofenem polynomu
23 — 3z + 2. Potom plati, ze

(23 =3z+2):(z—1)=2?+2-2=(2+2)(z—1)
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a tedy plati, ze
(2 =32 +2)= (2 — 1)*(z +2)

Rozklad na parcidlni zlomky budeme hledat ve tvaru

T A B C
+

(x—=1)%*(x+2) (z-—1)? x—1+x+2

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
x=A(x+2)+Bx—1)(z+2)+C(z—1)°

Dosazenim £ = 1 a x = —2 dostaneme, ze

1=34 — A:%

2
—-2=9C = C= 9
Nakonec tteba dosazenim x = 0 dostaneme, ze

0=24A-2B+C = B:A+%:

Odtud vyplyva, ze plati

/(:v—l)(x—xkl)(xm) dx:/(é(m—ll)2+§xi1_§xi2> dz &

c 1 1 2 2 1 2 |z—1
e 4 Cmr—1]- 21 o= 47
31 Tole—l-ghlz+2 3($—1)+9nx+2‘
3. f() :
. xr) =
(22 — 4z +4)(2?2 — 42+ 5)
Resenti:
Plati, ze

(2% — 4z + 4)(2® — 4z +5) = (v — 2)*(2* — 42 +5)

pricemz druhy kvadraticky trojélen je nerozlozitelny (nemd redlné koreny). Hleddme
tedy rozklad ve tvaru

1 A n B n Cx+ D
(22 —4x +4)(22 —42+5) -2 (r—2)2 22—4x+5

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah

1= A(x —2)(2® — 4z + 5) + B(2® — 4z + 5) + (Cz + D) (x — 2)%,
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odkud dosazenim x = 2 dostaneme, ze B = 1. Roznédsobenim v pifedchozim vztahu
a porovnanim koeficientil na levé a pravé strané

1= A(x —2)(2? — 4z + 5) + (2* — 42+ 5) + (Cz + D)(z — 2)?

1=5-10A+4D —42+13Az+4Cx — 4Dz + 2% —6Ax*> —4Cx> + Dx® + Ax® + Oz

dostaneme soustavu rovnic
1=5—-104A+4D

0=-4+413A+4C —4D
0=1-6A+4C+ D
0=A+C
Ta mé feseni A=0, C =0, D =—1. Odtud méame, ze hledany rozklad m& tvar

1 1 1

(22 —dx+4)(22 — 4z +5) (x—2)2 22—42+5

Odtud vyplyva

N e
(22 —4x + 4)(2? — 42+ 5) T (x —2)? v 22 —dz+5

1 1 1
=— —/dxg— — arctan (z — 2)
x—2 1+ (x —2)? x—2

6
z° 42z —1
L
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Il. INTECRALNT POEET FuNKci JEDNF PROMENNE

(349) Vypottéte
Regeni:

x3 — x2

J'x5+2x—l

Il

.

6+ 2x —1
J‘X_—_X—'—dx.

7. S

i _2J EJ dx +g 2x 4+ 1 IJ’dx_
"Blx=1 "3l rwtT " X2

Hlln!Xf—}wglnlx—-Hvztn[x --x+T|---]-+C
3 3 X
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5 / 2 4+22 -7 da
") (x—1)(2% — 42 +5)

Reseni: Hleddme rozklad ve tvaru

/ 22+ 22 -7 dx—/ A N Bx +C d
(x—1)(22—4x+5) ~ ) x—1 22—4x+5

Roznasobenim dostavame
224227 = A(x*—42+5)+Ba(z—1)+C(z—1) = Ax®*—4Ax+5A+Ba*~Br+Cx—C

Porovnanim koeficientu dostaneme

22 1=A+B
T 2=—-4A—-B+C
1: -7T=5A-C

Vyjde: A= -2, B=3,C = -3, tedy
—2 3r—3
d
/x—1+x2—4m+5 o

-2
/ 1d$g—21n\x—1\

T —

Prvni integral:

U druhého integralu bychom v ¢itateli radi vidéli 2z — 4. Tedy:
/ 3r—3 d 3/ 2 — 2 d 3/2x—2—2+2d
_— xr = — _— xr = — —_—_—m €T
22 —4x +5 2) x2—4x+5 2 2 —4x +5
3 20 — 4 3 2
== [ ———F+—d - | ——d
2/x2—4x+5 m+2/$2—4x—|—5 o

3/ 20 — 4 d c 3
S S PO A
2 ) 22 —-4x+5 2

2

Daéle

3 2 3 c
S de=2 —= dz € 3arctan (z — 2
2/3:2—437—1—5 v 2/(x—2)2+1 @ = Barctan (z —2)

Celkem ziskavame

3
—Zln\:n—1|+§1n|x2—433+5|+3arctan (x—2)+c¢
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