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Teorie

Definice 1. Necht funkce f je definovdna na neprazdném otevieném intervalu I. Rekneme,
ze funkce F je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje F'(x) a plat{

Fl(x) = f().

Véta 2 (Rovnost az na konstantu). Necht F' a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R takové, ze F(x) = G(x) + ¢ pro kazdé x € I.

Véta 3 (Linearita neur¢itého integralu). Necht f ma na otevieném intervalu I primi-
tivni funkci F', funkce g mé na I primitivn{ funkci G a a, 8 € R. Potom funkce aF'+ G
je primitivni funkef k af + 8¢ na I.

Poznamka 4. 1. Znaceni [ f tady znamend mnozinu primitivnich funkei, F = [ f
znamena, ze F' je primitivni k f.

2. [af=af fproacR)\ {0},
3. Maji-li f, g primitivn{ funkce, pak [(f+¢g)=[f+ [g.

Hinty
2 — i cos’z +sin’z =1
xa
xa/b: b:Ua ab:eblna a2—b2:(a+b)(a—b)
Piiklady

1. Najdéte primitivni funkce F' k nasledujicim funkcim f na maximélni mozné podmnoziné
redlnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

(a) f(z)=a"

Resenti:
5y 14
/x x—ﬂ—kc
zeR
(b) f(z) =V

Reseni: . /o

2 3

/\/Eda::/avédac:mg/2 +c= 333 +ec

x>0
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Reseni: )
1 _3 x~ -1
/xgdx—/a: dx:_—Q—i—c:ﬁ—i—c
x#0
1
d =—
@ 1) =
Reseni: .
/dlenm—i—c
x
x#0

(e) f(z) = (1+sinz + cosz)
Reseni: Sledujte vypocet

/(1+sinx+cosx)dx =z —cosx +sinx + C.

zeR

3 1. 2

Reseni:

f 1 2 725/3 1
/7v3m2+251n:v— dr = v —icosa:—2arctanx+c

1+ 22 5/3
zelR
() f(2) = —p — "
x) = —e
& ; cos? x
Reseni:

2
/ 5 —efdr=2tanx —e* +¢
cos? x

r#5+tkn, kel

1 1 )
(h) f(x):m+1+x2+1+x
Resenti:
/1+1+1+2 in  + arct ++$3+
= arcsin I n —_—
m 1—|—(1}2 X arcs X arctan r X 3 C
ze(—1,1)
1
(i) f(x):vaz?’—ﬁ
Resenti: 5/2 12
1 T x
Vi — —dp =2 2
/x T s e e
x>0
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x2 X
() fla) = 220 E2

5 3x
Reseni:
32 4 4z + 2 2 > 4x 2
i dz = x+§+§dx:? §+§ln|x\+c
x#0
(k) fz) =(1—-2)(1-22)(1-32)
Reseni: Roznisobenim
11
/(1—3:)(1—236)(1—33:) dx = /(1—690—1—11302—63:3) dx = x—3x2+§m3—2x4+0.
rzeR
r+1
1 =
1) f(z) NG
Reseni: Sledujte vypocet
z+1 1 . - 232 p1/2
dr — =) de = /2 12 gp= 2 2 '
Tz x /(ﬁ—k\/%) x /(w + ) x 3/2+1/2+C
x>0
(m) fla) = —
m T) =
r+ A

Reseni: Vime, Ze primitivn{ funkce k funkci % je In|z|+ C. Tedy primitivni
funkze) k funkci ﬁ je %ln lax 4+ b] + C. Odtud vyplyvé, ze (polozte a = 1,
b=

1
=1 A .
/a;—kAdJ: nlz+ Al +C
x#—A

2. Dokazte, ze pokud F'(z) = f(z), potom (LF(az +b)+ C)/ = f(ax + b), pokud
a # 0.

Reseni: Plyne z Véty o aritmetice derivaci a derivace slozené funkce.

3. Najdéte primitivni{ funkce F' k nésledujicim funkcim f na maximélni mozné podmnoziné
realnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

(a) f(x) = cos(3z)
Resenti: .
/cos3azdx = gsin?)ac +c

zeR

Matematickd analyza 2, 2019/20, Kristyna Kuncova 3



(b) f(z) =sin(2z — )
Reseni:
/sin(Zw —7m)dx = —% cos(2x —m) + ¢
zeR
(c) flz) =€
Reseni:
/65336 dz = _?1657:“ +c

1 1 1
/de$:/1ﬂ2$)2dx:2arc‘can2x+c

1 —4x
ReSeni:

1 1
/1_4x——41n1—4x|+c

T # i
() f(z)= (22 +1)
ResSeni:
/(Qx—i— 1)7dz = 1%(2x+7)8 +ec
r eR

Resent: . )
/e3m+dx: 3 4 TIn x|+ ¢
T 3

zeR

(h) f(z)= (" +e7™)

Reseni: Pomoci linedrni substituce y = —z, resp. y = —2z dostaneme
—x —2x c —z 1 —2x
(e +e M)dx=—e " — ¢

zeR
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(i) f(z) = (3—2%)’

Reseni: Tento pifklad substituovat nelze, je tfeba rozndsobit.

7

9
/(3—x2)3d:v:/(27—27x2+9x4—x6)d5g:27x_9x3+5335_a;_|_C_

zeR
(j) f(z) = (sinbx — sin ba)
Reseni: Pomoci linearni substituce y = 5z dostaneme

1
/(Sin533 —sinba) do = — cos S5x — xsinba + ¢,

r € R,
nebot sin 5a je konstantni funkce (nezdvisld na proménné z).

k) f(z) = — i 5+ (3z 4 7)°
Reseni:
/+(3:c+7) dx—ln\x—2\+ (333-1-7) c
x #2
1

(1) f(z) = m
4

ResSeni: Pomoci linearni substituce y = 2z + 7 dostaneme

1 c 1 T
L€ Ly (204 7)
/sin2(2x+2) v 2cog . 4
20+ #Fkm tedy x £ k5 — 5, k€L

(m) f(z) = \/1_—2W Resent:

[ == /m

V2z € (=1,1), tedy = € (— \/E’ﬁ)'

arcsm (V2z) + ¢

4. Najdéte primitivni funkce F' k nasledujicim funkcim f na maximéalni mozné podmnoziné
realnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

| 4
(a) f(z) = e?+1 1—coszx
1
®) 1) =
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() f(z) = (1~ a)®

Reseni:
4 2
/(l—ﬁ)zdx—/1—2\/§+xdx—x—3\/x3+g+c

x>0

(d) f(z)=tan %z
Reseni: Sledujte vypocet

2 2
1- 1
/thxdx:/Sm;Cdx:/Czosxdaz:/( 5 —1> dx = tg x—x+C.
cos?x cos?x cos? x

r#5+tkn, kel

2
(e) flx) =

x
Reseni: Sledujte vypocet

14 a2
z? (1+22) -1 1
/1+x2dm—/1+x2dx—/<l—1+x2> dﬂf:x—arctanx‘i‘c.

zeR

$2
0) )= 5

Reseni: Sledujte vypocet

z? +3 22 —1+4 4 4
/mQ—ldw / o dx /<—|—x2_1>d33 /( 1_x2>dx
1+x

=z —2In

x # =+l
() fla) = (2" +3°)
ReSeni: Sledujte vypocet

4% 2.6° 9"
/(2@“+3$)2 da;:/(4‘”+2-6”3+9‘”) de = — +

In4 In6 In9
zeR
1
h = —

Reseni: Vyraz pfevedeme na tvar > a poté uzijeme substituci y = cz.

1-1—2

/ ! dx ! / \/> arctan \/> \/> arctan \/>
———dr == “ _ /L
2+ 3x 2 14 (

zeR
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(i) f(z) = cotg *x
Reseni: Sledujte vypocet

2 1_'2 1
/cothxdx:/C?Szxd:B:/.S;nxd:n:/< —5 —1> dx
sin” x sin® x sin® x

=—cotgzx—x+C.

£ kn, kel
1

() f(z)= NoET

Reseni: Protoze je

/\}ydy=2\/§7

plati
/ ' wel oms 2 /575
—dr = — - —br=—-v2-5z
V2 —bx -5 5

x<2/5

a a a

0 )= (2+ 5+ %) acr

Reseni: Sledujte vypocet

2 3 2 3
a a a a a
/($+l'2+1‘3> dmzaln|x\—;—@+0.

x#0
5. Najdéte takovou funkci, aby f/(z) = 6x(1 —z) a f(0) = 1.

Reseni: [6x(1 —x)dz = —22% + 322 + c¢. Jezto mame f(0) = 1, tak 1 =
—2-0% +3-0% + ¢ = c. Hledand funkce je tedy f(z) = —223 + 322 + 1, x € R.

6. Najdéte chyby
(a) /xQex dz = %x?’ex +c
Reseni: Integril soucinu neni souéin integralt, stejné jako u derivaci.
= garcsin 4 ¢

Reseni: z nelze vytknout pred integral, to mizeme jen u konstanty.
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