Priklad M. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady
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Reseni. Ze stejného divodu jako v pfedchozim piikladé nemé smysl pouzit podilové nebo
odmocninové kritérium. Technikami zndmymi z vypoétl limit upravime é&leny zadané fady,
abychom nagli fFadu, se kterou budeme srovnavat:
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Vyjadiili jsme tedy ¢leny fady (M.1) (oznaléme je a,) ve tvaru
1
4lnn (1 + %—::—,;‘l)
ntya (14 241)

jehoz smysl tkvi v tom, Ze nahrazenim zavorek jejich koneénymi nenulovymi limitami 1 (Gitatel)
resp. 2 (jmenovatel) dostaneme podstatné zjednoduseny vyraz vhodny jako ¢len srovndvaci fady
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Dokézat ekvivalenci konvergence obou Fad je nynf triviilni:
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Cleny srovnavaci fady Y_ b, jsou jiZz maximalné zjednodusené, konvergenci této fady vSak ne-
zname. Je t¥eba opét pouZit srovnivaci kritérium (tentokrdt v nelimitni verzi) a porovnat fadu
s néjakou fadou, jejiz konvergenci jiz budeme znat. Zde se nabizi pouziti fady 3 n%, nejprve

nds patrné napadne a = 52’ Tento pokus je viak odsouzen k nedspéchu:
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skoro viechny &leny fady . b, jsou tedy vétdi neZ &leny konvergentni fady ) —1;-, z Cehoz
pochopitelné plyne jediny zavér, a to, Ze toto srovnani je k ni¢emu (poznamenejmfé, ze pokud
by byl élen Inn ve jmenovateli, byla by nerovnost opa¢néa a ptiklad by byl vyiesen). Obtizny
logaritmus v &itateli v8ak muizZzeme ,zneutralizovat® libovolné malou mocninou n:

2lnn 1 2Inn 1
= —- < —5 Ppros.v.n,
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protoZe
. 2Inn
nh—trgo ﬁ =0
co? plyne ze vztahu In*' n < n*2 pro ky, ky > 0. Cleny fady b, jsme tedy shora omezili &leny
konvergentni fady " ﬁ, (fikdme také, Ze tato Fada je pro fadu b, konvergenini majorantou), a

tedy Y b, i Fada (M.1) absolutn& konverguji.




Priklad N. Urdete konvergenci a absolutni konvergenci fady

n2
(N.1) Z tg -

Reseni. Piiklady, ve kterych se vyskytuje transcendentni elementéarni funkce, jejimZ argumentem
je posloupnost jdouci k nule (coz zde plyne ze vatahu n* < ¢" pro k > 0, ¢ > 1), Fedime zpravidla
na zéakladé znalosti chovani takové funkce v okoli nuly. V pfipadé funkce tg x vime, Ze pro kazdé
r € (0, %) plati tgz > x, éimz mame odhad funkce zdola. Zéroven tgz = % a protoZe napf.
pro x € (0,%) je cosz > %— (plyne to z toho, Ze funkce cosx je na tomto intervalu klesajici

a cos § %) a sinx < z, je na témZ intervalu tgxr < ¥ = 2z (nerovnost plyne z toho, Ze

jsme ,zvétsili Citatel“ a ,zmensSili jmenovatel*), coz je oﬁlezeni tg x shora. Interval platnosti
zde neni omezenim - konverguje-li posloupnost kladnych ¢isel k nule, bude libovolny interval
(0,€), € > 0 obsahovat skoro viechny jeji ¢leny. Rada Y~ tgay,, kde lim,_, a, = 0 tedy bude
konvergovat pravé tehdy, kdyz bude konvergovat 3 a,, protoZe jeji éleny omezuji tg a, zdola a
¢leny posloupnosti  2a,, jejiz konvergence je ekvivalentni, shora. Zjistime tedy nejprve, zda
konverguje argument a pak pomoci néj omezime vySetfovanou fadu shora nebo zdola. Rada
> -;% je typickou fadou vhodnou pro uZiti podilového kritéria:
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a fada tedy konverguje. Podle pfedchoziho odstavce tedy omezime ¢leny fady (N.1) shora:

2 2
tg-:—ﬂ < 2-;—n pro s.v. n
a miizeme konstatovat, Ze fada (N.1) konverguje absolutné podle srovnavaciho kritéria.

Shriime znamé vlastnosti elementarnich funkei, které umozni jejich odhady v okoli nuly, resp.
dalSich dilezitych bodi. Z pfedchoziho odstavce mame pro = € (0, §): = < tgz < 2z. Tento
odhad v3ak miZeme pouZit jen tehdy, je-li vnitfni posloupnost nezdporna. Z lichosti vSech t¥i
funkef v nerovnosti v8ak snadno dostaneme analogicky odhad pro x nekladné: je-li x € (—%,0),
plati —z < tg(—z) = —tgx < —2z, neboli x > tgz > 2z. Odhady pro nezdpornd a nekladnd z
mitzeme shrnout do jednoho: pro x € (~£, %) je |z| < |tgz] < 2|z].

Poznamenejme, Ze horni odhad lze zlepsit (tedy sniZit), protoze omezime-li se na kratsi inter-
val (coZ lze, protoze konverguje-li vnitini posloupnost k nule, sta¢i odhad na libovolné malém
intervalu (—e, €), kde € > 0), miZzeme zvysit minimalni hodnotu cos z na tomto intervalu (napf.
pro z € (—%, %) plati [cosz| > 3? a tedy |[tgx| < 2%) Z pfedchoziho odstavee je ziejmé, Ze
v tomto ptipadé by takové zlepSeni nemélo smysl, v jinych piikladech (napf. pfi pouZiti neli-
mitniho odmocninového kritéria) vSak ano. Dalsi zlepSeni umoziiuje odhad funkce cosx nikoli
konstantou, ale funkci, coz v8ak pfekraduje ramec tohoto textu. Na rozdil do horniho odhadu
uvedeny spodni odhad zlep§it nelze (resp. ne multiplikativni konstantou) — pro zidné a > 1
neplati a|z| < |tgz| na zaddném intervalu (—¢,¢), coZ plyne okamzité z toho, ze horni odhad
muZeme zkracovanim intervalu sniZit na libovolné a|z|, & > 1 (protoZe cosx je v dostateiné
malém intervalu kolem nuly vét3i nez al)

Vénujme se nyni odhadim dalgich funkei. Vime, Ze pro z € (0, ) je sinz < z, mame tedy
odhad funkce sinx shora. Zéaroveii pro x € (0, §) plati tgz = 2&;2
Stejné jako pii odvozeni odhadu tgx se miZeme omezit na interval (0, §), kde plati cosz > %
a tedy pro « € (0, §) mame § < sinz < z. Stejné jako u tgx mZeme pouZit lichost pro odhad

> x, neboli sinx > zcosz.
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v zdpornych & a dostaneme univerzalni odhad: pro kazdé = € (—%, %) je J%I < |sinz| < |z]. V
tomto pripadé lze volbou uZsiho intervalu zlepsit dolni odhad, a to na a|z|, kde a < 1.

Odhady funkce cotgxz miZeme velice snadno odvodit z jiz hotovych odhadt pro tgz. Pro
z € (~%,0)u(0, §) totiz plati cotg z = tg%, coi spolu s odhady tg x dévd prox € (—3,0)U(0, §)
nerovnosti 1%[ > ]ﬁ[ = |cotgzx| > E|IE[ Odhad zdola lze zlepsit na f—!|1?f proa>1.Prox =0
nema odhad pochopitelné smysl, protoze v tomto bodé neni funkce cotg z definovana.

Zbyvajici goniometrickou funkci, cos z, lze pomoci racionalnich funkei odhadnout také, tyto
odhady v3ak (byt je lze snadno odvodit ze ziskanych odhadl pro sin z), p¥ekraduji rAmec tohoto
textu. Pro naSe ucely postaéi odhad pomoci konstant: pro z € R je cosz < 1 a napf. pro
re (-3 %) jecosz > L.

Prekvapivé snadno lze pomoci jiZz odvozenych vztaht ziskat odhady ,nepfijemnych® cyklome-
trickfch funkei — sta¢i vyuzit toho, Ze jsou definovany jako inverzni funkce ke goniometrickym
funkeim zGZenym na urcity interval. Naptiklad dosadime-li do odhadu |y] < § = |y < [tgy| <
2|y| za y vyraz arctg x, dostaneme | arctg x| < § = |arctgz| < |tgarctgz| < 2|arctg z|. Protoze
tg g = V3 a arctg x je rostouci, lichd a spojita funkee, je podminka |arctg z| < T ekvivalentni
sz € (—/3,V3). K funkci arctgr je (na celém R) inverzni funkce tgz | (—=%,%), proto je
tgarctg z = z. Po této pravé miZeme dvojitou nerovnost |arctgx| < |z| < 2| arctg x| rozepsat
na dvé nerovnosti a pravou z nich délit dvéma. Dostaneme vysledné odhady funkce arctg z: pro
kazdé = € (—v/3,V3) je J%l < |arctgz| < |z|. Provedeme-li popsanou substituci ve zlepieném
hornim odhadu funkce tgx (viz vySe), dostaneme zlepseny dolni odhad arctg z.

Naprosto stejnym postupem (ktery z tohoto divodu ani neuvadime) dostaneme odhady funkce
arcsinz: pro kazdé = € (—-‘/2,—5, 3?) je |z] < |arcsinz| < 2|z| s moZnosti zlepfeni horniho odhadu.

Funkce arccotg z je inverzni k cotgx v intervalu (0,7), proto se pfedem omezime na kladna
z. Podminka 0 < y < § (vznikld konjunkei podminky z odhadd cotgx a podminkou kladnosti
z piedchozi véty) po substituci y = arccotg x da nerovnosti 0 < arccotgz < %, z nichz levd je
splnéna vidy, prava pro z = cotgarccotgz > cotg § = 715 Zména nerovnosti je samozfejmeé
disledkem toho, Ze funkce cotg x je na intervalu (0, ) klesajici. Interval platnosti odhadid pro
arccotg r ma tedy zasadné odliny charakter, nez je tomu v ostatnich p¥ipadech. Qdvozeni sa-
motnych odhadujicich nerovnosti je opét velice podobné pfedchozim a pfenechivame jej ¢tenari
jako cvi¢eni. Vysledek: pro viechna = € <71§,oo je % > arccotga > % s moZnosti zlepseni
dolniho odhadu.

Poslednimi dvéma funkcemi, jejichZ chovani v ckoli vyznamnjch bodd je tfeba znat, je e® a
Inz. V prvnim pfipadé vyjdéme z nerovnosti 1+ < e”, kterd plati na celém R (algebraicky Fikd,
ze graf funkce e® je vSude ,nad* grafem jeho te¢ny v bodé 0) a je hornim odhadem. Dosazenim
—rza z z ni, opét v celém R, dostaneme 1 —z < e * = eim aodtudprol—z >0 & z € (—o0,1)
(aby se pfi déleni nerovnosti 1 — & nezménila nerovnost) horni odhad e* < ﬁ Vzhledem k
rozdilnosti intervalu pro horni a dolni odhad je v tomto pfipadé neuvidime v jedné nerovnosti,
1 kdyz tato nerovnost pro x € {—oc, 1) samozfejmé plati.

Funkce Inx je inverzni k e® na celém R, proto mizeme opét dostat jeji odhady substituci
y = Inz v odhadech funkce e¥. V piipadé horniho odhadu dostaneme pro z € R nerovnost
1+Ilnz < e™® = z, neboli Inz < x — 1, co? je dolni odhad Inz. Poznamenejme, Ze ackoli
plati pro viechna kladna x, je podstatny hlavné v okoli bodu 1, ¢asto se také uvadi ve tvaru
Vo € (—1,00) : In(1 + z) < z, coz je odhad v okoli nuly. Z mezitvaru dolniho odhadu funkce
e¥ mame pro ¢ € RY mezitvar horniho odhadu Inz: 1 —Inz < e7I"® = Lo = 1 ktery
snadno pfevedeme na vysledny 1 — % < Inz. Vyhoda pouziti mezitvaru tkvi nejen ve snazi
algebraické pravé, ale hlavné v Sir$im oboru platnosti. Pokud bychom odvozovali z vysledného
odhadu e¥, dostali bychom odhad jen pro = € (0,e) (rozmyslete si). Odhad se opét pouziva i
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ve tvaru pro okoli nuly Vz € (—1,00) : 1 — ﬁ = 145 < In(l + «). V pfipadé logaritmu jsou
intervaly odhadf stejné, mizeme je tedy sjednotit do Vz € Rt : 1 — Zl, <Inz < x — 1, resp.
Vz € (—1,00) : 115 < In(1 + z) < . Odhady €® a Inz nelze zlepsit multiplikativni konstantou.

Zapamatovat si vySe uvedené odhady v algebraické podobé je znaéné obtiZné. Nejjednodussi
je patrné grafickd pfedstava: dokdZeme-li si pfedstavit grafy funkci 7, z a 2z a funkce sinz a
tg z seviené mezi prvnimi, resp. druhymi dvéma funkcemi, a vime-li, Ze v néjakém okoli nuly
(bez nuly samotné) plati cotgz = tg% a e grafy funkci k sobé inverznich jsou symetrické podle
osy prvniho a tfetiho kvadrantu (tedy podle pfimky y = z), lze odhady goniometrickych a
cyklometrickych funkei velmi rychle odvodit. Oproti tomu u exponencidly a logaritmu je uz
obtiznéjsi presnd pfedstava omezujicich racionélnich funkci, zatimco algebraické odvozeni je
jednoduché, proto je patrné nejefektivnéjsi graficky si pamatovat odhady pfimkou (e* zdola a
Inz shora) a ostatni odvodit popsanym zpiisobem.

UkaZme si nyni pouziti odvozenych odhadd na daldich pfikladech.

Priklad O. Uréete konvergenci a absolutni konvergenci fady
1
0.1 ———
(0-1) Z narccotg? /n

Reseni. Pro viechna n € N spadaji hodnoty /n do intervalu <%,co), pro ktery zname od-
had funkce arccotgz (stalilo by oviem, aby tam spadaly pro s.v. n). ProtoZe nevime, zda
budeme potfebovat horni & dolni odhad, pouZijeme univerzilui tvar s obéma odhady. Je tedy
# > arccotg \/n > ﬁ, z ehoZ umocnénim na druhou (co? je zde korektni, protoze viechny
strany jsou nezaporné) a vynésobenim n dostavime 1 > narccotg? /n > %. Mame tedy odhad
jmenovatele, pfevracenim ziskime odhad ¢lend fady:

1

_ <

~ narccotg? /n ~
a vidime, Ze potfebujeme pouze odhad zdola (ktery oviem vznikl pFevracenim odhadu arccotg \/n
shora), protoZe fada ) 1 je na prvni pohled divergentni (jeji soudet je zFejmé& oo, také nespliiuje
nutnou podminku konvergence fady), a tedy podle srovnavaciho kritéria diverguje i fada (O.1).

Priklad P. Uréete konvergenci a absolutni konvergenci fady

(P.1) > (n arcsin %) "

Regeni. Cleny této fady jsou nezdporné a jejich tvar vybizi k pouZiti odmocninového kritéria,
avSak v nelimitni verzi, protoZe spoéist limitu vyrazu

v/ | narcsin Ly = narcsin !
) 2n

je znaéné obtizné. Pravé pro tyto pfipady vSak jsou uréeny odhady. Posloupnost % ma limitu
0 a skoro v8echny jeji éleny budou v libovolném intervalu, jehoz je 0 vnitfnim bodem. MaZeme
tedy predpoklddat, ze % € (wﬁg, 325) a e tudiz

1 1 1 1
— < 1 — < b — s —
IS arcsin o = 2 o n

(absolutni hodnoty vynechdvdme, protoze viechny vyrazy jsou kladné), z ¢ehoZ po vynésobeni
e ! < narcsin ! <1
2~ 2n — 7
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Tento odhad v3ak nesta®i — abychom mohli ¥ici, Ze fada podle odmocninového kritéria konver-
guje, museli bychom dokazat, Ze jeji €leny jsou mensi nebo rovny néjakému g < 1. Horni odhad
arcsin r lze ovSem zlepsit, a to tak, Ze zlepsime odhad sin z zdola a pomoci substituce pfejdeme
k inverzni funkci (viz postup vyse).

Proy e (—%, %) je |siny| > |y| cosy, stadi tedy odhadnout cosy zdola v&t§i konstantou nes
%, kterd byla pouzita v odhadu, ktery jsme zkouseli vyge. To lze snadno: nap. proy € (—%, T

je cosy > 715, tedy |siny| > J\%-. Substituci y = arcsin z dostavadme pro = € <~71§, 71§> odhad

lz| > ]%rﬁl, neboli |arcsinz| < 2|z

Zopakujeme pfedchozi postup s novym odhadem (tentokrat uz jen shora):

1 1 1
n—=< e
arcsmznqﬁ 30 " Jon

a po vynasobeni n dostavame

1 1
naresin — < — < 1,
2n

V2

¢imZ jsme podle odmocninového kritéria dokdzali, Ze fada absolutné konverguje.

Priklad Q. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady
(=1)"n
.1 —t

Reseni. Jde o typickou alternujici fadu (tedy fadu se stfidavymi znaménky). Specidlng pro tyto
fady je uréeno Leibnizovo kritérium, které ma oviem nevyhodu: lze pomoci néj zjistit jen neabso-
lutni konvergenci, divergenci a absolutni konvergenci nikoli. Doporuéeny postup pro alternujici
fady je tedy nasledujici: nejprve zkusime nutnou podminku konvergence, pokud je splnéna,
zkoumdme absolutni konvergenci (v piipadé, %e vidime, Ze fada absolutng konverguje, mzeme
nutnou podminku pfeskoéit) a pouze v pripadé, %e fada nekonverguje absolutné, zkousdime ovéfit
pfedpoklady Leibnizova kritérias. Protoze jeden je shodnf s nutnou podminkou konvergence a
byl jiz ovéfen, dokdZeme pouze, #e posloupnost absolutnich hodnot &lend fady je (alespoti od
néjakého ¢lenu dile) nerostouci. To provedeme z definice — posloupnost (an) je nerostouci od
no-tého ¢lenu, pokud pro viechna n > ng plati a,1; < ay,.

Provedme nyni doporuéeny postup pro fadu (Q.1). Ozna¢me é&leny fady (Q.1) a,. Nutna
podminka konvergence je splnéna, protoze

lim |a,|= lim ——— =0.

=00 n—oon? + 2 -
Zkusme tedy absolutni konvergenci. Rada 3~ |a,| spliiuje nutnou podminku konvergence, z4-
roveil vSak neobsahuje Zadny ¢len rostouct alespoii jako geometrickd posloupnost, proto nemé
smysl pouZiti podilového a odmocninového kritéria. PouZijeme kritérium srovnavaci — (limitng)
nejvétsi ¢leny v Eitateli a jmenovateli budou tvofit ¢itatel a jmenovatel &lentt srovndvaci Fady:

n 1
by = —5 ==,
n n
a protoze
. n 2
. e 315 n
lim |n|—hm 2 = Jim 5 =1 € (0,00),
n—oc by, n—oc = n—00 71, 2

a harmonické fada }_ b, diverguje (a = 1, viz vySe), diverguje i fada 3" |a,| a tedy fada (Q.1)
nekonverguje absolutné,
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@ Zkusme tedy aplikovat Leibnizovo kritérium. Zjistime, zda je posloupnost (|a,|) nerostouci.

Znamen4 to fesit nerovnost
n+1 - n
(n+1)242 " n2+2
(n+1)(n2+2) <nn®+2n+3)
nd+n?+2n+2 5n3+2n2+3n
2< n?+n

Presné feSeni (tj. nalezeni viech n, ktera takovou nerovnost spliuji) by vyzadovalo feeni kvad-
ratické nerovnice, to je viak v tomto piipadé zbyteéné slozité. Stadi védét, Ze vysledna nerovnost
(kterou jsme dostali ekvivalentnimi pravami nerovnosti ptivodni), je splnéna pro s.v. n. To je
v8ak snadné — uz pro n = 1 je nerovnost splnéna a pravd strana je jako soudet rostoucich
posloupnosti rostouci, tedy pro vSechna n > 1 bude nerovnost splnéna také. Obecnéji lze ar-
gumentovat tak, Ze posloupnost vpravo mé limitu oo, skoro vSechny jeji éleny tedy musi byt
v&tsi nez 2. Tim jsme ovéfili druhou podminku Leibnizova kritéria a miizeme Fici, Ze fada (Q.1)
neabsolutné konverguje.

Ptiklad R. Urcete konvergenci a absolutni konvergenci fady

R.1 L

(R.1) Zcos(n'zr) noeT

Reseni. Rada je alternujici, protoze cos(nm) = (—1)" pro kadé n € Z a druhy ¢len neméni
znaménko: pro kazdé n > 1 je 0 < %;;—} <latedyln E";;—} < 0. Oznacéme ¢leny fady (R.1) a, a
protoZe od nynéjska budeme pracovat uz jen s jejich absolutnimi hodnotami (v nutné podmince,
piipadné absolutni konvergenci a Leibnizové kritériu), ponékud je zjednodusime:

2 2 2
ny. e —1 n®—1 n+1
lan] = 1(=1) lnn2+1| B _lnn2+1 Rl
Nutnd podminka konvergence je splnéna:
2
. . n°+1
®2) ol = g 0y =0

coz plyne ze spojitosti funkce Inz v bodé 1 nebo také z odhadu Vz e R* : 1 — % <lnz<z-1
— protoze lim, oo %;j_'—} =1, jsou skoro vSechny ¢leny posloupnosti %:—f—} v intervalu platnosti
odhadu, a tedy

1 2 241 241 2
1- o = 215m%+15%tfd:72T‘
Hi—_l ne + mne — T T

ProtoZe

nl—lfrc}onzﬁ-l TatenZ o1

plati podle véty o limité seviené posloupnosti (,,0 dvou policajtech”) i (R.2). Pouzity odhad
viak nabizi mnohem vice, nez jen ovéfeni nutné podminky konvergence. Velmi snadno pomoci
n&j rozhodneme i dal3i test alternujici fady, absolutni konvergenci. Rady E’%ﬁ iy %
Ize pomoci limitniho srovnavaciho kritéria srovnat s fFadou }_ n%, o které vime, Ze konverguje
(viz piiklad L). Proto s ni srovname fadu hornich odhadd — to ndm nésledné umoZni pomoci

nelimitni verze srovnévaciho kritéria ovéfit konvergenci fady Y |an|.

1 =1 ¢€ (0, 00),



C ) konvergence fad 3 n—g—"’_l ay. ;25 je tedy ekvivalentni a protoZe druh4 z nich konverguje, kon-

verguje i prvni. Ta je oviem konvergentni majorantou fady Y |ay|,

kterd tudiZ také konverguje.
To znamen4,

ze fada (R.1) konverguje absolutné a pouzit Leibnizovo kritérium jiz neni tfeba.
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q an = f(n), n € N, je tedy rostouci a snadno se spocte limp oo @n = 0. Podle Dirichletova
kritéria tedy fada

s et -1
‘ glog (e" T 1) .cosn konverguje. (1)

= m - ’ ’ . e
o Posloupnost {a;rct.g (e_f”-i-“f } e monoténni a omezend {monotonii lze opét dostat na-
e

priklad zderivovanim prisluiné funkce, omezenost plyne z toho, Ze posloupnost ma vlastni
limitu — jakou?). Podle Abelova kritéria a (1) tedy Fada

ks et et -1
2 arctg (e" T 1) log (e“ T 1) cosn konverguje (2)

—

Poznamka. Rada dokonce konverguje absolutng, coz byl jing (otdzkou je, jestli jednodussi)
zptisob, jak zjistit jeji konvergenci. Pro viechna n € N totiZ plati:

em et -1 ™ e —1 T et +1
. 1. < —
a.rctg(en_i_l) log (e“+1) cosn| < 5 log (e“—kl)} 2log(en_1) (3)
a dale
log ( &3 log (14 757) 2
lim —(+l~)— = lim ( 5 c ) . e“; =1 (4)
TL=—HO0 Eﬁ_ T b O E.“_—f e—n

(spottéte pecliv). Pouijte déle skutecnost, Ze fada Sy el,. konverguje (napfiklad podle podilo-
vého kritéria). Vysledek pak dé limitn{ srovnévaci a srovnévaci kritérium s pouZitim (3) a (4).

Piiklad 3 : Pouzijeme substituci e® =y, e* dr = dy. Dostaneme

20 eaz 4 o0 yz
I = = —_—— .
/-m (e + 22 + 12 ./o (y+2)2(y+1)2dy

Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime

y? . SN 4
w+22y+1)? (+2? y+2 (y+1)? y+1

Pak dostavame
oo

4 1
= |4 2y —— — 4 1
I }: y+2+ log(y + 2) Vil log(y + )]

4 1 y+2\]%
[ vt2 yHl Og(y+1)]u 8

0

Priklad 4 : Oznadime

ind
f(z) = (arcsing — x)“S(Tm_(—g“;)
pro 2 € (0,1). Funkee f je na intervalu (0,1) kladnd a spojitd. Sta&i tedy vysetfit jeji chovéani

v krajnich bodech.



Piiklad 3 : Vysetfete konvergenci fady
in+1 (10 n+3)"
f=n+3 Enrl)
=

kde logx (= Inz) je pfirozeny logaritmus (logaritmus o zdkladu e). (15 bodil)

Regeni : Polozme

o+l o n+3\"
T n+3 STl

Protoze % > 1, je an > 0. PouZijeme odmocninové kritérium:

Wfnt1 n+3
v n+3 IOgn+ 1’
e e e
siby =Cn
Plati - 3
ntd 1+3
Jim cn = lim log 27 = lim log - = log1 =0,

kde jsme vyuzili faktu, Ze 11m Fi = 0, aritmetiky limit a spojitosti logaritmu v bodé 1. Déle pro
ka%dé n pfirozené plati 0 < a +3 < 1, tedy i

Jn+1
+3

odkud plyne, #e posloupnost b, je omezen4? Podle vty, Ze limita soudinu omezené posloupnosti a
posloupnosti jdouci k nule, je nula, tedy mame

Jim /e, =0,

coz podle limitniho odmocninového kritéria znamend, Ze zadand fada konverguje.

0<

<1,

Pozniamka: Jinou mo¥nosti bylo nejprve pouiit (limitniho) srovnavaciho kritéria, tj. bud si
uvédomit, Ze pro viechna pFirozend n plati

n+41 n+3\" n+3\"
ntif
0< -+3(°5n+1) <(bgn+1)‘

im n+3 (lOg n+1) _

n—oo (log g )

n
Af jiz pouZijeme jeden & druhy argument, vidime, Ze konvergence Fady ) oo, (log -:—:';—:f) impli-

kuje konvergenci fady 3 .7, 255 (]og . +1) . Konvergenci fady o (log n _'3) viak dostaneme

z odmocninového kritéria, jako vyse.

nebo ze plati

Bodovéni pfi pouZiti tohoto postupu vypoétu:

e aplikace odmocninového kritéria ... o 3 body

e an, >0, aribmetika lmit ..o e 2 + 2body

e vypodlet limity logaritmu ... e i e 4 bodt

e vypolet limity n-té odmocniny ... e 4 bodi
Bodové srazky za nespravnd nebo zapomenutd odlvodnéni:

¢ odtvodnéni vypoétu limity (omezend krit posloupnost s nulovou limitou) .... 4 body

Bodova srdzka za num. chybu, kterd neméni charakter vipoftu, je podle zdvaZnosti 1-2 body.

28amoziejms je také mo#no spogitat limitu l"lm‘ga b = 1 napfiklad rozpisem obecné mocniny na exponencielu a
lngaritmus, a cbdriime talé li_.t&o tlan = 0.
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Ptiklad 3 : Vysetfete konwrgenc1 fady
E nl+1
(n+2)1+2

(15 bod1)

Regeni : Pouzijeme limitni srovnévaci kritérium, leny vySetfované Fady budeme srovnavat s ;11
Pro velkd n se totiZ
nl+1 ] nl 1
= —————  chové jako" =
" o)+ 2 ! m+2) m+2)n+1)
Nyni je potfeba tento nds odhad odtvodnit. Pocitejme:
an (n!+1)n? 1+ %

e _ (! e _ .
b, T e (n 2 43 At (T7 2) (11 hyz =h 1)

1
cof se ,chova jako* - =iby.
i

g vyuzitim faktu, Ze limy_ e % =0, limp—o0 ﬂ—l-f = 0 a podle véty o aritmetice limit.

ProtoZe limita v (1) je vlastni a nenulové, a protoZe ob& srovnivané ¥ady jsou rady s kladnymi
¢leny, konverguje nadmi vySetfovand fada pré.vé tehdy, kdy# konverguje fada znul 77 Tato fada
vBak konverguje podle véty, Ze Fada Zn_; ~= je konvergentn{ pravé tehdy, kdyz a > 1.

Zéveér: nami vySetfovana Fada tedy konverguje.

Bodovani pfi pouZiti tohoto postupu vypodtu:

e odhad s jakou Fadou Srovhat ......eeiiiie i e e 5 bodi
o &iselny vypodet lumty V(L) 5 bodh
L O 5 bodti
Bodové srazky za nesprévna nebo zapomenutd odtvodnéni:
e uvedeni, Ze limn_.m% =0apod. ... s 1 bod
e aritmetika HMIt ... .. e 1 bod
e limitni srovnani: fady s nezdpornjmi &leny, limita vlastni a nenulova ......... 1 bod
« uvedeni, Ze Y o2, -1 je konvergentn{ pravé tehdy, kdyz a > 1 ................ 1 bod

Bodovd srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vipoétu, je podle zdvaZnosti 1-2 body.
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Priklad 3 : Vysetfete konvergenci fady

kde (}) je kombinagni &islo ,n nad k“.

= )+
Lo

—

(15 bodit)

Reseni :
Polozme

Upravou &itatele i jmenovatel

dostaneme
nin—=1} , n{n—1)
2 T

() + ()

(g (= e
0+ )
e tohoto zlomku pouZitim vzorce (}) = z;;:’%m—l = ﬂ“—_]’)—éﬁ'ﬂ

-2}

a

60+20(n—2) 20

" T Rn-1){n—3){n—-3) | nln-1)
24 1

2200~ 5(n-2)(n-3)+(n-2)(n—3)(n—4)  (n—2)(n—3)

PouZijeme limitn{ srovnavaci |
velké hodnoty n. , Tipneme si
(--+—2), (- — 3) ve vyrazech

Oznafme tedy by, := ;15 Lze ik

critérium. Za tim ffelem nejprve odhadneme, jak se a, chovi pro
‘, Ze pro dostateéné velké n je moZno zanedbat aditivni konstanty

vise,

an, se tedy ,chovd jako"

med konstatovat, Ze

oo
Z b, konverguje

(6)
n=1
podle véty, Ze fada 3 oo ;};,— konverguje pravé tehdy, kdy a>1 _
To, Ze se fady Y 02, an a Y oo by ,chovaji stejng“, je ale nutné pfesné ovéfit:
an _ 20m2 20
by (n=2)(n=8) ~ (1-2) (1-3)”
Odtud ihned dostaneme, Ze s
A~ 20 @)

5o T L
protoZe ,}.I_.HQQ f =0proF >0

[==]
Obéfady ) an, > b, maj
mn

=] n=1

nezdporné &leny, limita v {7) je vlastni a nenulové, plyne tedy z (6)

o0
podle limitniho srovnavaciho kritéria, Ze fada ) a, konverguje.

n=1

Bodovéni pfi pouZiti tohoto

postupu pfi vipoétu:

L F o) L T 4 body
o uréend by, a SPottent (7) ... e 5 bodu
» odlivodnéni: zminka, e 352, -L konverguje pravé tehdy, kdyz a > 1 ........ 1 bod
* odiivodnéni: zminka, Ze lim 5 =0pro >0 ..ooooiiiiiiiii 1 bod
» odfivodnéni uZiti limitniho srovnévactho kritéria: 3 o2 ) 27 konverguje ....... 1 bod
e odiivodnéni uziti limitniho srovnavaciho kritéria: (7) je vlastni a nenulova .... 2 body

¢ odtivodnéni uZiti limitniho srovnévaciho kritéria: jde o fady s nezdpornymi ¢leny 1 bod
Bodov4 srdzka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zdvaznosti 1-2 body.




Piiklad 3 : VySetfete konvemé'genci fady

o0 ‘n2
£ (2)”
: -

kde symbolem log znadime pfirozeny logaritmus, tedy logaritmus o zékladu e. (15 bodii)

Regeni : Polozime a, := (1~ log (%))"ﬁ Proto¥e platf limy_.o (1 — log (%)) = 1, je urdité

an > 0 pro viechna dostatetns velkd ptirozena! n, a mizeme proto pouzit (limitni) odmocninové

kritérium. '
Plati:

Yo = (1 — log (n : 1)) = erlog(1-10g(*)) = gfin
Dale je f

i _ Bkl _ nf1
‘n:nlog(l —log(n——+1>) =_n ‘Iog[l lc:,g_.‘,_l" ) : logl—é;— : (1 = —-——n+1) .
n S Tlem (=R -1) N m
Q‘:I }{n Sn
Viimnéte si, jakych Gprav pouzivdme, abychom co nejvice pfi vypoctu limy oo An vyuzili zaklad-
nich limit pro logaritmus. Déle uZ je vypocet jednoduchy, i kdy# jeho spravné odiivodnéni v sobé&
skyta jisté mo¥nosti nedekanych bodovych ztrat:

tim Pp-Sp= lim n- (—l) = lim (-1) = -1,
n-—o0’ n—oo (e

Ti—+ D0
linoxo Qn=1 (zékladni lfimita, pro logaritmus a vyuziti Heineho véty s y, = —log ntl Y,
Lim_ R,=1  (obdobné odivodnéni jako pro Qn).

Celkové tedy je podle véty o aritmetice limit

o] =

lim Ap = -1 a pro lim ¢a,=e =
n—0o A’h, ! p to TL==+00 an,

ProtoZe 1/e < 1, plyne z limitniho odmocninového kritéria, Ze nami vySetfovana fada konverguje.

Bodovéni pii pouziti tohoto postupu vypodtu:

P (R R R LETEEETRET 2 body
8 VIPOCEE Qoo oo oottt e 4 body
@ VYPOTEE Ry oottt ettt e e 3 body
# JiMnmo An T =L ottt e e 2 body
o iMoo T/@n 5= €71 ottt 1 bod
o zévir, Je fada konverguje dle odm. kritéria ... 3 body
Bodové stézky za nespravna nebo zapomenutd odivodnéni:
o odiivodnéni limity sloZené funkee ..........o.oivvuiiiiiiiinni 2 body
o aribmetika ML oo e et e et 1 bod

Bodové srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zévanosti 1-2 body.

1D4 se dokonce jednoduse spogist, Ze (1 —log (2£2)) 2 0 a tedy i an 2 0 pro vEechna pfirozend n, neni to viak
nutné: edmocninové kritérium pottebuje pouze, aby existovalo prirozené no, e an > () pro viechna pfirozena n = no.



Priklad 3 : VySetfete konvefgenci fady

(1420 Vat2-vREl
ol 7 .
ni=1
(15 bodd)
Reseni : Polozme
L 1+2" __Vn+2-m ]
tim T s g ©)

Nen t&%ké odhadnout, %e «,, ,jse chové pro velka n jako* (3)", a také, #e yn = gt .50

chova pro velkd n jako® W "Tl?
Presnéji, pro z, mame i

: T T 1
lim -2 = lim e 2 i (—+1)=1, (7)
n—oo \ 27

n—roo( ) n—oo 37 an

zatimco pro y, mame

lim —2* — = lim V- y/n lim ——— (8)

n—00 — ]:i'ﬁ n—-oof(\/W-F n+1 f‘“’m\/l—r \/H_!

Ve vypodtech pouZivame vety o aritmetice limit, skutecnosti, Ze lim 2" =oco a nhngo 5 =10
=00 —

Protoze fada 3 oo, ( ) knnvergUJe (bud podle odmocninového knterm nebo konstatovanim
faktu, Ze jde o geometnckou fadu s kvocientem 3) dale pak Fada 3 o7 —;— diverguje (s vyuZitim

znalosti, Ze fada Y o) = konveguje pravé tehdy, kdy% v > 1), a kone#n# protoZe &leny viech &tyf
fad v (7), (8) jsou nezdporné, dostaneme dvojim pouZitim limitniho srovnavaciho kritéria, Ze

i 1+27 konéver je, zatimco i ﬂ-—_—ﬂ—l
3n vergw n

=1 =]

Prvni mozZnost zakoncem Z vy$e uvedeného jiZ plyne, e Fada

(1 + 2" \/n +2—/n+ ) . .
Z diverguje,
n=1 3" \/‘.

nebot kdyby tato fada konvef'govala musela by (protoZe rozdil dvou konvergenvnich fad je kon-
vergentni Fada) konvergovat i ‘fada P (1 2+ @9}@) - (-L%.%:) =3 @f,—;@ , COZ

neni pravda.

tiiverguje.

Druhd moZnost zakonéeini: Pro viechna ptirozend n plati 132~ + ¥1& 7 il ”+24_ﬁ‘ &

a protoZe fada 3 o) ('@97_%@) diverguje, diverguje podle srovnavaciho kritéria i fada, kterou
jsme mé&li vySetfit.

Bodovani p¥i pou#iti prvniho postupu pfi vipoétu (pii druhém budou body pferozdéleny):

© KODVEIZEIICE 3 o0 | T« v ettt iie ettt st et sts e iraa e s tnnaassns 5 bodt
® QIVETEEIICE 3 mo Un v ertiunitnins i s e s r e e e st 6 bodil
o diVergence 3 o0 1(Tn F Un) «orreerererte e 4 body
Bodové srdZky za nespravné nebo zapomenutd odivodnéni:

e odfivodnéni: 3222, (2)" konverguje & Pro€ ...........o.oiiiiiiei i 141 bod
» odtvodnéni: 307 = di\rerguje B PLOC ettt et e e aias 141 bod
e odivodnéni: zminky, #e lim,_.co 5 o = 0, hmn_.m =0prof8>0 ........... 1 bod

e odfivodnéni uzit{ limit. srov. krit.: limity (7), (8) ] JSOU vlastni a nenulové ..... 1 bod

e odiivodnéni uziti limit. srov. krit.: jde o fady s nezépornymi €leny ............ 1 bod

Bodova sraZka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoétu, je podle zavaznosti 1-2 body.






16.

i nP + 1
— n9+n’ -3
Resenti:
Pokud p < 0, potom n? < 1 a fada konverguje pro viechny hodnoty ¢ € R podle
srovnani

n’ 41 2
< .
ni+n?-3~ n?2-3
Pokud 0 < p < 1, pak fada opét konverguje pro viechna ¢ € R, nebof 2 — p>1la
n’+1 1+1/n? 2
ni+n? -3 niP 4l _3p-r =~ p2p _ 3
Pokud p > 1, potom rada konverguje tehdy a Jjen tehdy, je-li ¢ —p > 1. Je-li tato
podminka splnéna, plyne konvergence rady ze srovnan{
n 41 14 1/n? - 2
nt+n? -3  pi P+ 2P _3n—p = pa-p _ 3
Nenf-li podminka splnéna, tj. je-li p > 1 a zaroven q¢—p = 1, pak divergence rady
plyne ze srovnani

w+1 1+ 1/n? - [ 1 1 1
nl+n? -3 piP 4P 3P T ndoP 4 p2 P35 pna-p—i +nl=P(1-3/n2) ~ n

od jistého vhodného n poéinaje, nebot ve druhém zlomku jsou ve jmenovateli
nekladné moeniny.

17.

20
= 1+

Reseni:
Pokud = =0, fada konverguje absolutné (je trividlni). Odhad (zapomenut{ ¢lenu
o ve jmenovateli)

< faf*

k
‘ 1+ 2k
ddvd, ze pro |z| < 1 fada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou.
(ED* (L 40

Pokud & = +1, rada konvergovat nemiize, nebot ay =

1+(x1)2F = 2
Necht nynf |z > 1. Potom odhad (zapomenuti Jednicky ve jmenovateli)
2k z* !
T+ a2%| = 22| = [g[F

dévd, ze fada konverguje absolutné srovnanim s geometrickon Fadon.

[Pro @ # £1 konverguje absolutné, pro = = +1 nekonverguje. |
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18.
Z(_l)k+l -
k=1 k

Reseni:

Pro |z] < 1 konverguje absolutné podle odhadu

s
ol <

Pro # = 1 konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria, protoze % N 0.
Absolutné nekonverguje, nebot fada % neni konvergentni.

Pro x = —1 tada nekonverguje, nebof (—l)*’“"’l(_—;}t = %ﬁ =—

|

Pokud [x] > 1, fada nekonverguje, nebof lim |ag| = +c.

19.
P2kl

g(_l)k 2+ 1

k=1

Reseni:
Pro |z| < 1 je fada konvergentni absolutné podle srovnavaciho kritéria a odhadu
241
T - :
< I $’2k+1.
2k +1
Pro x = 1 je fada konvergentni neabsolutné podle Leibnizova kritéria, nebof

1
w1 X0

Wm

Proz=—1je (—l)*"'(m1)2’“‘”-2761_1_—1 = %Ic%:li a fada konverguje neabsolutné podle

Leibnizova kritéria.

Pro |z| > 1 fada nekonverguje, nebot lim lag! = +o0.
20.
Lo o)
Zcos(kzﬂ') (\/k +9— \/E)
k=1

Reseni:
Plat{, zc k2 je liché, prave kdyz k je liché. Proto
cos(k*m) = cos(kr) = (—1)*,
Dale je
9 9
ETS-Vh= 2 59
VEFI+VE T VE

Z téchto vypoctit je ziejmé, ze fada absolutné konvergovat nemize (rada _\?_E neni

konvergentnf), ale konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria.
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21.

i (n)®
=0 (2R)T
Reseni: Pouzijeme d'Alambertovo kritérim:
nHe ! !
lim 2t = i ((n+ 1Y : @)t _ lim (nt1) (n+1)272

n—=o @y, n—oo (2n+2)l  (n)®  n-so (204 2)(2n + 1)

coz pro a = 2 vyjde 1/4, pro a < 2 je to 0 a pro a > 2 vyjde co. Tedy fada
konverguje absolutné pro o < 2 a diverguje pro o > 2.

2. R, (-1 (Y - 1),
[Konverguje absolutné.]

Ndvod: Neabsolutni konvergence je ziejma z faktu, ze

k2 1

k 3

w 1 "
k241 \/ k2+1/1

Co se tyce absolutni konvergence, viimnéte si nejprve, 7e

(o
o (i)

of K2
k241"

Znamé aproximaéni vzorce ndm pomohou ziskat vhled:

k2 1o\VE 1 1
e
! R ( k2+1) TRED R

Rada by tedy méla byt absolutné konvergentni. Pro dnkaz by se melo hodit
pouzit srovndvaci limitni kritérium a spoéitat tFeba limitu {coz vyzaduje trochu

sikovnosti)
1 i k2
. TV RS
lim ————— =
koo 7
1—exp|Ln 42 1—exp [LIn i
_ Plxen _ Pleea| n g
= lim = lim ; = — =
k—oc i k—oc z ln m )

Substituce y = % In p’i—l:

b Lo I 1
= 'kL“;Jn(l“kz—H) =-1-In(l/e) =1.

Rada se tedy chovd doopravdy jako Elg a proto je absolutné konvergentni.

Matematicka analyza 2, 2019/20, Kristyna Kuncova 5



