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Piiklady
1. Pomoci Taylorova rozvoje urdete nasledujic limity.

ef —sing — 1
lim ——————
() lim 2

Reseni: Nejjednoduii je provést dvakrat PHopitalove pravidlo. Nicméné

Tayloriiv rozvoj je také rychly.

e"’—sinm—l._ 1+m+%—m—1+o(m2) 1

lim = .
z—0 72 x? 2

(b) lim e’sing —3:::(1 + )
x—0 x
Reseni: Sledujte vypodet.

(1+a+ 2+ +0(a%))(z - & +o0(a?)) -« — o

. eTsine —z(l + )
lim _ =
z—+D s z—0 3
= Iim$+$2+§“%+0($3)—$—$2
z—0 x3
o Tl 1
= 250 a3 ~3
2
. cosg—e "2
(c) 3;1—% —
Reseni: Sledujte vipodet.
2 4 2 4
i S8 = ="/ — lim (I-F+ & +o()) - (1% + 5% +0(z") _
z-{ .'174 x—0 3;4
.01 11 1 1 1
—imgam el =g gt 0s
(d) lim (1 _ ! )
=0 \ T s

Reseni: Pfevedeme na spoletny jmenovatel a rozvineme funkci sinus v
Citateli a uvidime.

- =lm—— =
=0 \xz slnz 2—=0 TSN



(e)

: 3 /1 4

. sihnz—=x o x—x/¥ 4oz —=x

= hm ——— = lim / - (%) =
z—0 xsinzm T—0 rsmx

(2))_—1'0+1-0:0.

r T
= lim | —————
240 sinz 3!  zsinz

iy Sin{sin ) —zvl—=
m—)O %
Reseni: Citatel musime rozvést do patého fadu. Plati, ze

3 x®

sin(sinz) = sin(z — %T + 7 Folz o) =

B 2% 2 1.3:333531 2 25\° 6
=gty g\ wtE) taF Tt o=

g 2b 1 P 3 1
= (z ~?+§ _§($ — 3z 3r>+5|$ + oz )—ﬁ_?_'"l—ﬁz +o(z%)

Odtud vyplyva

o sin(sinz) — z /1 — 22

z— 2 4 Lad 4 o(zf) — z(1 — Ja? — L2t + o(x%)) _

= lim

z—0 ms z—0 595
— lim +i5a° + o(z®) + ga° + o(zf) _1 N 1_19
z—0 B 10 9 90
I e+ _ging +3cosz — 4
250 arctan 3z

Resenf: Piedné provedeme jednoduchy trik. Plati, Ze

lim ——
z-0 arctan x
(jak plyne napfiklad ihned z PHopitalova pravidla). Proto, pokud existuje

limita napravo, plati

2 . 2 .
. e* % _ging + 3cosz — 4 i et _ging 4+ 3cosx — 4 5 z°
im = lim -lim =
20 arctan 3z @0 x3 250 arctan 3z
V] .
" et —sing 4 3cosz —4
11m , .
z—0 :C‘s

Nyni zkusime rozvinout &itatel do tfetiho fddu. Dostaneme

2 2 3 3 2
6m2+m_sin ﬂ:+3 coOST = 1+($2+$)+($ + ﬂ’,') _I_(m -+ CU) _ (E _ SU_) +3 (1 — m—-—) —4+0(m3) =
2] 3 3! 21
z? ¢ 2P 3 44 3
=25 T b o) =35 o).

Hledané limita je tedy rovna

lim - =

2 .
e* T _sinz+3cosx —4 4
z—0 :Cd 3'



_(e* = 1)(sinz — z)°
|

(&) bt (cosa — 1)2sinx
Resen{: Podle zdkladnich limit

sma::l Jim cosxz — 1 =_l

lim
z—0 $2 2

z—=0 T

1

miizeme ihned psdt (existuje-li limita napravo), ze

x2 : 2 2 ; 2 x? : 2
— — — n 1 1 .

li (e 1)(51112m- 45) 1i (e 1)(15122? - z) = Ii _(e )(Ssln:?: )
z—+0 (Cosm— l) sm*r z—0 (&Q&iﬂg__—) Lgdﬁ x z—+0 r

A nyni rozved'me &itatel.

e —1=1+2" -1+ o(2?) = 2% + o(z?)

z® gy _ 2° 3 ; 2 _ 7% 6
sine —z =2 — E-—w-i—o(w )= F+o(m ) = (sinz —z)° = %+o(w )
a dohromady dostaneme

8
(€ — 1)(sinz — 2)2 = = + o(z®)
36
Odtud vyplyva, Ze
«? . 1,8 3
limg. & —DEmz—2)? o w1
=0 x8 z=0 z8 9
i o
0 1 TR

Reseni: ProtoZe plati o = e*1n%, je

2
x
amzexln“=1+wlna+§1n2a+o(m2)
— —zlna $2 2 2
a T =¢ =1—a:lna+—2—lln a+ o(z*)

a dostavame

. af +a™ -2 . 1+a:1na+%ilnza-l-l—a:lna%-‘;—Tlnza—2+o(a:2) 1n? g
— = lim : : = .
wl_l’}l’(l] 332 z—0 ;{:2

171
i) Hm = { = — cot
() 1?( g)

Reseni: Funkei kotangens napfieme ve tvaru podilu, pfevedeme na spoleiny
jmenovatel a zkusime néjaky rozvoj.

.1 /1 .1 /1 cosxz .1 sinz—xcosz
lim—{—=—cotgz] =lim—{ - — — =lim-— =
x—0 T z=0 % \T sing a—0 zsinz

3



Jmenovatel se chovd jako z?sinz =~ z3, takie zkusime &itatel rozvést do
tretiho Fadu.
3 2
(- %+ o(z?)) —a(l - 3r+ o(z3))

= ].lm 5 - =
z—+0 resmnzg

_limm—%?-+o(m4)—:c+%?-+o(m4) _

20 xZsiny
z8 4
Z 4+ ofx®) 1 =z x 1 1
=lim 3 "7 = lim [ -—— 0 =-+0=<
im0 zlsing 250 (3 sinz | sne (m)) 37 3
t —
6) lim 2
0T —sing
Reseni:

Jde okamzité pomoci 'Hopitalova pravidla. Taylor ale také ihned déva

3
. tgxz—xz . 2340z 1+3-ﬂ5§:3—l 1+3-0
lim - = lim =lim2 —Im =2 — =2
=0 —sSine m—>0w3/6+0($3) z—0 1+6,ﬂ5§_ 1+6-0
x
. 2(sinz — tg ) + z°
k) 1
(k) 7530 (expz ~ 1){exp(—x?) — 1)2
Reseni:
Protoze 5
i 221y g eele) -1
Y g0 (—z?)
plati rovnost (existuje-li limita napravo)
2Asing —tgz)+2* 2sinz—tgz)+2®
x50 (expx — L){exp(—z2) — 12~ 20 z - (—x2)?2
coz, rozvineme-li &itatel do patého fadu, déva
pd 8 3
i Az — % + &5 — (2 + 5 + 22%) + 2% + o(z?) — lim — 125 + o(z®) _
z-3{ xd xz—0 a9

. 2arcsinz—tgxz—T
) lim — &
z—0 28inx — arctan © —

Resenf: Napiiklad z definice Taylorova polynomu mizeme odvodit, e plati

CES 3 5 6

arcsinm=m+E+Em + ofz")
3 $5

arctana::m——-é--{-g-i-o(mﬁ)



Odtud dostaneme

3.5 3 9 6
2arcsinz —tgz — | 2($+%+mz°)—(m+%—+1%)_T+O(m)
= lim
0 2sinx — arctan = — 0 3 5 ; 3 s
- = 0 g (e-F i) - (e—F+F) —a+ofa)
3 .5 2.5 5 1
o 3% marrolE’) g L
50 Lad — g8 108y~ ZH T 1L
1 — (cos x)5n®
(m) lim ( 2 )
z—0 €T

Regenf: Citatel musime rozvést do tfetiho fadu. Plati, ze

(COS w}sinx — esinmln(cusz) — e(g;_i?+a($3)),(1n(1_$2/2+0(x3)) _
= el T oG 2o g 2ols®) %3 + ofz?)

a tudiz

= lim =,
=0 3 2

1 — (cosx)*n= 1—(1—2%/2 4 o(z®) 1

lim =
z—0 T



442 6. TAYLORUV POLYNOM

Odhadneme-li prvn{ sumu pomoci (6.22) a druhou pomoci (6.19), (6.20)
a (6.21), dostaneme

|g<x DRl (NN SPS IR

h n=l
el - k¥ — —n, k 2
<y 2 "n—k+22 n*2Cn
n=1 n=no
ng~-1 o0
< Y 2me 420 Y 27t
n=1 n=ho
< (142C)e.

&

6.3.3. Piiklad. Poloime f(x) = 3°2 27" cos(n’x), x € R. Ukaite, %¢
f mia derivace viech fadi, aviak jeji Taylorova fada se stfedem v bodé 0
diverguje v kazdém bod& x € R \ {0}

Refeni. Funkee kosinus i viechny jeji derivace jsou omezené funkce. Podle
Piikladu 6.3.2 je funkce f dobre definovana a pro kazdé k e Nax e R
plat

o0
F® ) = Z 2702 cos®) (n2x). (6.23)
n=1
Pro kazdé k € N a y € R mdme cos®¥)(y) = cos y, a tedy

o0
f(4k) (0) — Z: 2—nn8k'
n=1
Nyni dokaZeme, Ze Taylorova fada funkce f nckonverguje v Zédném bode
riizném od nuly. Vezméme tedy x € R \ {0}. Protoze (4k)! < (4k)** pro
kazdé k,m € N plati
_l_f(4k)(0)x4k —_ ; = z—nn8k¥xl4k
(4K)! (4! =
1

27 B | 4 (6.24)

T ——

(4k)!

2—mm8k|x|4k'

= (4kc)*k
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Vezméme libovolné k € N splfiujici k2|x|2 > 2 a polozme m = 2k. Potom

z (6.24) dostaneme

1 k2|x[2\>*
(4k) 4k o= Bk, 4k 1.

a0 > = (S11)

Taylorova rada funkce f v bodé x se stiedem v bodé 0 tedy nesplnuje nut-

nou podminku konvergence fady, a tudiz podle Véty 3.1.14 diverguje. &

6.3.4. Piiklad. '2 Nech( Y a, ma kladné &leny. Dokazte nésledujici tvrzen.
(a) Pokud existujeng € N a g € (1,00) takova, Ze

nlogn (
pak fada } a, konverguje.
(b) Pokud existuje ng € N takové, Ze

1
nlogn( g -—1——)51, n e N,n = ng,

an+1 n
pak fada 3" a, diverguje.

dn

1
—1——)34', nelN,n>ng,
a1 n

Resent. (a) Zvolme p € (1,9) a poloime by = W, n e N\ {1}. Pak
by  (n+DlogP(n+1)
bnt1 nlogfn
(n+ DlogP(n+ 1) —nlog? n
=1 -+ 7 s
nlog®n

neN\{1}.

Pro kazdé n € N\ {1} pouzijeme V&tu 6.1.17 pro funkci f(x) = xlog” x,
x € {0, 00), ainterval [#,n + 1] a nalezneme bod ¢, € (n,n + 1) spliuyjici

o4 )= ) + /) + 5 1" en).
Obdrzime tedy
(n+ Dlog?(n + 1) —nlogfn

plogp_l cn + plp — 1)]0g1”_2 Cn
2cp |

=log”n+ plog” ' n +

Oznaéime-li

8, = plog? e+ plp — Dlog? % cn
w =

2c,

, neN\{l},

lde Morgan
?Bertrand
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Zde prozkoumé&me Taylorovy veci pro funkci
1
e wE L x#F0;
f@)m{ ’
0, €T =

Reknéme si hned zkraje, Ze tato funkce neni ani divné, ani §kared4, je to
pekné funkce. Konec koncu, vyraz v definici je jen slozeni eponencialy

(nejlepsi funkce) a mocniny, na vzorecku e* ? neni nic podezrelého. ProtoZe
ma limitu 0 v nule, je moZné definovat fv 0 tak, aby se stala spojitou. Vypada
takto:

y/\
__________________ y
-\ /_—_-\
0 g

KdyZz se zeptame na obvyklé vlastnosti, tak zjistime, Ze tato funkce ma v
z4sadé viechny, je to skoro nejhezéi moznd funkce, protoZze ma vsude spojité
derivace v$ech Fadi. Protoze to jesté bude dulezité, tak nase tvrzeni
dokazeme a dokonce ddme presnéjsi vyjadreni tohoto vysledku.

Tvrzeni.
Pro kaZzdé prirozené ¢islo k existuje polynom Pi(x) stupné nanejvys
2k - 2 takovy, Ze pro nenulové x mame

13O k 4
f( )(‘L)—_We e,

Takovéa tvrzeni se obvykle dokazuji matematickou indukci.

k = 1: Najdeme obvyklym zpusobem prvni derivaci a jen z zvédavosti i
druhou.

V obou ptipadech to funguje, vzorec je presné jak jsme tvrdili.

Ted bychom méli udélat indukéni krok. Predpoklédejme, Zze Tvrzeni plati pro
k, a ukazeme, Ze pak také musi platit pro kK + 1.

28.2.2016 11:16
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FOD () = (W) = [P e

pe
Pz 4 2P () — Bk Py(z)a?h ! S
= 2Ok e =
_ PYw)® +2Py(n) = SkPa)?
NCTRD
o Pend®) -
341

Podle naseho predpokladu je st(Py) < 2k - 2, pak st(Py') £ 2k- 3 a tudiz
st(Pry1) €2k = 2(k + 1) - 2, éimz je dukaz hotov.

Odhad stupné ¢itatele je dulezity z nasledujiciho divodu. Nam viastné staci
védét, Ze jeho stupen je mensi neZ stupen jmenovatele, takze kdyz ten
polynom vydélime, zustanou tam jen Cleny typu 1/x2 Proto existuje polynom
Oy takovy, ze k-t derivace je rovna Qu(1/x)e-L/¥*. Pomoci tohoto vyjédient
dostaneme nésledujici vysledek.

Tvrzeni.
Pro kazdé prirozené ¢islo k mame

lim (f*%)(z)) = 0.

a3

Staci totiz pouzit substituci

(Q{y'))‘

. (k) o TR AT FOR 1§ T
Tim (79() = lim (Q(2)e77¥) y=4|= lim -

o}t A A O

Opakované pouzit{ I'Hépitalova pravidla pak dava nulu, viz §k&la mocnin,
podobné vypoc¢itame limitu zleva. Tato substituce také zjednodusi derivovani
f, viz Poznamka na konci.

Toto tvrzeni ukazuje, ze funkce fma také derivace vSech radu v podatku a
jsou rovny nule. To znamenad, Ze graf této funkce je v pocatku extrémne
plochy. Pfipomefime, Ze kdyZ chceme najit Tayloruv polynom/Taylorovu radu
se stredem 0, tak k nalezeni koeficientd pouzivame presné tyto derivace.
Dostaneme proto nasledujici zaver.

Fakt.
UvaZovand funkce fmaé Taylorovy polynomy viech stupni se
stfedem a = 0 a Taylororovu fadu se stfedem a = 0 a

Tolz) =0,  T{(x)=0.

Co to znamena? Za prvé, protoze dand funkce je mimo poCatek nenulova, tak
(s vyjimkou sti‘edu 0) Taylorovy polynomy neaproximuji dobfe pavodni funkci

2z3 28.2.2016 11:16
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f, vlastné ji neaproximuji vibec. A to navzdory tomu, Ze fje hladka, s
derivacemi véech radu viude, takze z béZného (hlu pohledu je "pékna".

Co se tyce rady, Taylorovy polynomy konverguji - coby ¢asteéné soucty této
rady - stejnomérné na celé redlné ose k T. Tato rada je tedy zase nejlepsi
mozZnd, ale rozhodné se nerovna puvodni funkci £, Pfipomefime, Ze jsme méli
vétu, kterd zarucovala dobrou kenvergenci rady v pripadé, Ze fmé na
néjakém okoli stejnomérné omezené derivace. To zde tedy evidentné neplati,

neexistuje okoli 0, na kterém by derivace byly stejnomérneé omezené.

Toto ukazuje, Ze problém aproximace funkci mocninnymi fadami muze byt
docela zakerny i pro pékné funkce.

Poznamka: Substituce y = 1/x také muze pomoci pri praci s derivacemi.
Nejprve si viimnéme, Ze

V= -1/x2 =32,
Ted jen aplikujeme retizkové pravidlo a zjistime, Ze
£'(x) = [e7]' = (:2ye¥’)y = 2y3eV".
Podobné
£1'(x) = [2y%e 7T = (65 - 4y*eV)y = (455-6y9e .

Kdyz do toho dosadime y = 1/x, dostaneme presné ty derivace, které uz jsme
meéli predtim, ale obedli jsme se bez podilového pravidla. Timto zptusobem se

také snaze dokaze indukci, ze kté derivace je Qk(y)e'y2 pro né&jaky polynom
stupné nejvyse 3k. Rovnou jsme také dostali vzorec, ktery pomohl pri
pocitani limit.

28.2.2016 11:16



452 6. TAYLORUV POLYNOM

kde ¢ je funkee splriujici limx o %‘—) = (). Polozme

(_n?n +obn), neN\{lL

Protoze by, € (—1,1) pron € N\ {1}, plati
—1)"
log(l + =D

nﬂ'
Rada ¥ b, konverguje pro kazdé a € (0, o¢) podle Leibnizova kritéria (V&-
ta 3.3.1). Dale diky Véte 4.2.16 plati

bn=

[}

Cp =
Inla

)=bn +cp, neN\{1}L

lim - = lim (1+ﬂ2"1)=1.

n—00 v n—00 bl
Tedy dle Véty 3.2.5 a fada 3 ¢, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
fada ¥ ;é? To ale nastane pravé tehdy, kdy# ¢ > 1 (viz Véta 3.2.18).

Plati tedy 3 an = > (ba + cpn), plicez }_ b, vidy konverguje a 3¢,
konverguje pravé tehdy, kdyz o > % Rada 2. an tedy konverguje pravé
tehdy, kdyz a > %

4

6.4.12. Priklad. Zjistéte pro kterd C € R ma funkce
x2
f(x)=cosx —e~T +Cx*, xeR,
lokdlni maximum v bodé 0.
Resent, Symbol o uvazujeme pro x — 0. Diky 6.2.3 2 6.2.1 mdme

2  x* xS

C05X=l—7+ﬂ—a+0(x6) a

%2 x2 x4 xG 6
—1-_ 4+ - .

ez 2+8 48+0(;>c)

Tedy

Flx) = x* (12(;2— 1) + x6 (g) + o(x5).

Oznaéme ¢ = lzf;l..]e-]i C > %, tj. ¢ > 0, mame

flx)y=x* (c + gxz + o(xz)) .

Protoze limy 0 (¢ + %2 + 0(x?)) = c, existuje § € R, § > 0, takové, ze
flx)y ¢
x—4>§, xEP(O,é‘).
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Tedy f(x) > 0 prox € P(0,8). Jelikoz f(0) = 0, ma v tomto piipadé funkce
f v bodeé 0 lokalni minimum.

Obdobné odvodime, Ze pro C < 75 ma f v 0 lokaln{ maximum.

Jeli€ = % dostavame

14 4 6 _ s {14
1@ = T3+ 09 = 3 (5 +o(0).

Zcela analogickou tivahou jako vy$e obdriime, Ze f ma v 0 lokalni mini-
mum. &

6.4.13. Ptiklad. Zjistéte, zdali je 0 inflexnim bodem funkce
f(x) =sinx +sinhx, xeR.

Kegeni. Béhem vypodétu budeme symbol o pouZivat pro x — 0. Pro funkci
plati

f7(x) = (cosx + coshx) = —sinx +sinhx, x eR.
Plat9 tedy f”(0) = 0. Jelikoz sinhx = % (¢* — ¢™™), mame diky 6.2.1 2 6.2.2
vztahy
. x3 x5 5
smx=x—¥+§+o(x )
5 5
, _ 1 x" 5 (—x)" 5
sinhx = 3 ((Z T +o(x )) — (Z py + o(x”)
n=0 n=0
x X 5
=x+—ﬁ+§+o(x )

Dostavame tak
3
F7(x) = 2;—' 4 o(x%) = x32 + o(x2)).
Z tohoto vztahu dostavame limy. 2252 = 2, a tedy existuje § € R, § > 0,

takové, Ze %(3’—‘2 > 1 prox € P(0,5). Plati tedy, Ze f"(x) < 0 pro x € (-4, 0)
a f"(x) > Oprox € (0,8). Podle Véty 5.5.19 ma f vbodéOinflexnibod. &



