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Teorie

Definice 1. Nechf f je funkce, a € R a existuje f("(a) € R. Pak polynom
1
T1%(x) = f(a) + f'(a)(z —a) +--- + ;f(")(a)(fv —a)", z€R,

nazveme Taylorovym polynomem 7ddu n funkce f v bodé a.

Definice 2. Necht f je redlna funkce, a € R a f ma konecéné derivace vSech fadu v
bodé a. Pak

> D) - a)"
n=0

nazyvame Taylorovou Tadou se stredem v bodé a. (Pfipomenme, Ze ve vyse uvedeném
vzorci uvazujeme 0! = 1 a 0 = 1.)

Véta 3 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht f je redlnd funkce, a < x. Necht f m4a v
kazdém bodé intervalu [a, z] vlastni (n + 1)-derivaci. Pak existuje ¢ € (a, z) tak, ze

1

(n - 1)!f(n+1) (c)(a: _ a)nJrl'

f(z) = T]%(z) =

Definice 4. Necht f, g jsou redlné funkce a a € R*. Rekneme, ze funkce f je v bodé a
malé o od g (znaéime f(z) = o(g(z)), z — a), pokud lim,_,, g(—g =0.
Specidlné, zapis
f(z) = o(z")
znaci, pokud f # 0 na néjakém prstencovém okoli nuly, ze
lim /(@)

z—0 "

=0.

Véta 5 (Vlastnosti 0). Necht a € R*.

1. Jestlize fi(z) = o(g(z)), = > a, a folz)=o(g(x)), = — a, pak
(f1 £ f2)(2) = 0(9(x)), z — a.
2. Jestlize fi(z) = o(g1(2)), @ > a, a fa(z)=o(ga(z)),  — a, pak
(fi- f2)(z) = o((g1 - 92)(x)), = — a.

3. Jestlize f(z) =o0(g1(z)), z = a, a lim,_,, g;gg € R, pak

[(2) = o(g2(a)), = a.
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4. Jestlize f(x) = o(g(z)), * — a a h je nenulovd na jistém prstencovém okoli bodu
a, pak

(h- f)(x) = o(g(x)h(x)),z = a.

5. Jestlize f(x) = o(g(z)), * — a a h je omezena na jistém prstencovém okoli bodu
a, pak

(h- 1)) = o(g(a)),x — a.
6. Je-lim,n € Ng, m <n, a f(z) =o((xr —a)"), x — a, potom
f(@) =o((z —a)"), © = a.
Véta 6. Necht a,b € R*, nechf ¢ je funkce definovand na néjakém prstencovém okoli

bodu a a nechf f a g jsou funkce definované na néjakém prstencovém okoli bodu b.
Necht f(y) =o(9(y)), y — b a lim,_, p(x) = b. Necht déle existuje § > 0 takové, ze

Vz € P(a,d) : p(x) # 0.

Pak
fle(x)) = o(g(p(2))), © — a.

Poznamka 7. 1. Vyraz Rf{a(:c) = f(x) — Tﬂ:’a(x) nazyvame zbytkem po Taylorove
polynomu rddu n.

2. Peanova véta tedy ik, ze f(z) — T)%(z) = o((z — a)"), z — a.
Zakladni algoritmus

1. Zderivujeme funkci az do n-tého stupné.

2. Dosadime bod a - ziskdme koeficienty.

3. Sestavime Tayloruv polynom.

Pitklady

Z definice
1. Rozvinte funkci f (z) = —22% — 62 + 2 v bodé a = 4.

Jak vypada Taylortv polynom polynomu?
2. Najdéte Tayloruv polynom 3. stupné v 0 (neni-li fe¢eno jinak)

(a) e ® (¢) Inz, vl () &

(b) vV1+=z (d) arctan x B
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3. Odvod'te rozvoje pro nasledujici funkce v nule do n-tého iadu. Najdéte Taylorovy
fady v 0.

(a) e® (b) sinz (c) cosz (d) In(1+ =)

4. Najdéte Taylorovy fady/polynomy:

(a) \/:E v 1do 7. stupné (e) xlnx, v 1, do 4. stupné
(b) cosZr, v 1, do 9. stupné
f 3 v1
(c) }7 VO do 7. stupné (f) \/;7V
(d) $2€ s V 0 (g) %7 v 3

5. Vyjadfete funkci sin £F pomoci mocnin x — 2.

Pouzitim vét
6. Odvod'te Tayloruv rozvoj funkce v 2o = 0 do m-tého iadu
(a) f(x) = 6233_7”2, m =25.

(b) f(z)=V1-2z+a3— V1—3z+ 22 m=3.
1+ x4+ 22

(c) f(z) = m» = 4.
1 4 2100

(@) 160 = [y gy ™= 2

(e) f(x)=1In(cosx), m = 6. (i) f(z)=1In (Slzx) m — 6.
(f) f(x)=sin(sinz), m = 3. () f(z) = tg 2, m =

(8) f(x) = Vsina3, m = 13. (k) f(z) = e " arcsin z, m =5
(b) f(x)=ef_1,m=4. 1) sy m=co
Odhady

7. Pomoci Taylorova polynomu 1. stupné urcete piiblizné hodnoty néasledujicich
vyrazu (a porovnejte s kalkulackou)

(a) Ve (c) (1,04)4 (e) arctan 1,1
(b) arcsin 0, 2 (d) In(1,02) (f) sin(—0,22)

8. Vypoctéte pribliznou hodnotu éisla e s chybou mensi nez 0, 001.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.
16.
17.

. Pro jaké hodnoty plati priblizny vztah cosx =1 — % s ptresnosti 0,00017

Urcete maximélni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0,9;1, 1)
funkci arctan x Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé xg = 1.

Pomoci Taylorova polynomu pro n = 3 uréete piibliznou hodnotu +/30.

Urcete hodnotu cos 1° pomoci Taylora 3. stupné.

Bonus

Vite-li, ze Tayloruv polynom funkce f je Tg’o = 2—x—22/3+223, uréete hodnoty

(a) f(0) (b) f'(0) (c) f7(0) (d) f"(0)
Vite-li, ze Taylorova fada cosz v 0 je Y o0 (—1)" (‘Ei),, jak je na tom 5 L cos(2x)?
.’L’2 $4 x2 $4 .’L’2 LE4 4
M) 1-%+5 @B 3-F+% ©Os3-%+F O 3-2"+%

Je pravda, Ze jestlize TQf’0 =T9° pak f=g?
Je pravda, ze jestlize Tzf’O =142 — 22, pak je f konkdvni na okoli 0?

Ktery Tayloruv polynom bude vhodny k aproximaci hodnoty sin3, neméte-li
kalkulacku?

1.3 1 3
(A) z— 32 (C) —(z—7)+ g(x —7)
1 m\2 : 1 : 3
B) 1—g5(z—-7) (D) sin(3) — g;sin(3)(x — 3)
T KEEP 1- 0, %) ("/z)" ("/:) IN CASE You'vE
FORGETTING... FORGGTTEN, IM
WHAT'S THE WELL, IFI ("fs) ("fs) (“/3) ("'f;) NOT PAYING You
COSINE of LET'S RECALL e -1 T e || BY THE Hour. 1
60 DEGREES? SEE... CoRRECTLY... |l f"fs) I (A ()™ \ 2.
* i 20 ETE T !

(‘V!) ("f]) f"'/a) ("/a)
Tor o

2'—" 28!

Figure 1: https://www.gocomics.com/foxtrotclassics/2018/05/23

‘njueYeoY YoLyRmou epolely (f9)

‘mpes noypuewosas aliznod e 9jurazoy (99)
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‘JU9qOseU ' Npel NoyoLewosd 911z (09)
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