Souhrn teorie

Véta 1 (Levi). Necht {f,} je posloupnost méfitelnych funkei na D € S, 0 < f; < fo <

.a f =lim, o fn. Pak
/fdu: lim / fn dp.
D n—oo D

Véta 2 (Lebesgue). Necht f a {f,} jsou méfitelné funkce na D € S, Necht posloupnost
{fn} konverguje skoro vsude k f. Necht existuje integrovatelnd funkce g (majoranta)
tak, ze

[fu(@) <lg(x)l,  neN, zeD.

[ ran=m [ fan

Véta 3 (Zamena fady a integralu). Necht D € Sag;, j = 1,2, ... jsou méfitelné funkce
na D. Predpokladejme, ze je splnéna aspon jedna z nasledupmch podminek:

Potom

(a) gj = a¢’, kde a, ¢ jsou méfitelné funkee, |¢| < 1, a Ip ﬁ dp konverguje (geomet-
rickd tada),

(b) 325 Jp lgsldpn < o0,

(c) [p>jlgildu < oo,

(d) g; = (=1)7hj, hy > hg > h3 > --- > 0, hj — 0, h; je integrovatelnd (alternujic{
fada).

Potom fada ;95 konverguje skoro vSude a plati vzorec / Z g dp = Z / g; dp,
D ~JD
J J

Véta 4 (Leviho pro fady). Necht D € S a gj, j = 1,2,..., jsou nezdporné méritelné

funkce na D. Potom
/ g g; = E /gj
D j j D

Véta 5 (Limita integralu zdvislého na parametru). Necht P je metricky prostor a
ACP.Bud a € A\ A. Necht funkce f: A x D — R m4 nésledujici vlastnosti:

(Li-1) Pro skoro vechna x € D existuje lim  f(«, ).
a—a,a€A

(Li-2) pro vSechna a € A je funkce f(«,-) méfitelnd,
(Li-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vSechna o« € A a x € D je

|f (e, )| < g().

Potom lim f(a,z)dp(x) = lim / fla,x) du(x). (Specidlné vyrazy vysky-

D a—a,a€A a—a, €A
tujici se vyse maji smysl.)
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Véta 6 (Spojitost integrdlu zavislého na parametru). Necht P je metricky prostor.
Bud a € P a U okoli bodu a v P. Necht funkce f : U x D — R m4 nésledujici
vlastnosti:

(Sp-1) Pro skoro vsechna = € D je funkce f(-,x) spojitd v a,
(Sp-2) pro vSechna « € U je funkce f(«,-) méfitelnd,

(Sp-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, ze pro vSechna o € U a = € D je
[fa,z)| < g(x).

Potom pro vSechna a € U je f(a,-) integrovatelnd a funkce

F:aw— / fla,x)du(x)
D
je spojita v bodé a.

Véta 7 (Derivace integralu zavislého na parametru). Necht (XS, 1) je prostor s mirou
a I C R je otevieny interval. Necht funkce f : I x D — R m4 nésledujici vlastnosti:

(De-1) Pro skoro vsechna x € D je funkce f(-,x) diferencovatelnd na I,
(De-2) pro vSechna « € I je funkce f(«,-) méfitelnd,

(De-3) existuje integrovatelna funkce g na D tak, Ze pro véechna o € I a x € D je

(De-4) existuje ag € I tak, ze f(ao,-) je integrovatelnd na D.

Potom pro viechna a € I je f(a,-) integrovatelnd na D, funkce F : v = [, f(a, ) dp(x)
je diferencovatelna na I a plati vzorec

s,
Pl = [ Faaaua).
Véta 8 (Fubiniova). Necht (X,S, ) a (Y, 7,v) jsou prostory s mirou. Necht miry p

a v jsou uplné a o-kone¢né. Bud (R, p) soucin mér p a v a (R,p) jejich dplny souéin.
Necht f je p-méfitelnd funkce na p-méfitelné mnoziné M C X x Y. Predpokladejme, Ze

integral / f(z,y) dp(x,y) ma smysl. Potom pro u-skoro vSechna x ma smysl integral
M

@)= [ S i),

/gdu
X

/M f(x,y)dp(w,y)Z/nguz/x</m*f(x,y) dV(y)) dp().

funkce g ma integrél
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